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Rappel : On a déja fait
> A lamode géométrique.
> Suite Arithmético-géométrique.
> Suites d’ordre 2.

1 Généralités.

Définition 1.
Une suite numérique (réelle ou complexe), notée (1) nen,
est une liste d’éléments de R ou C indexées sur N, CaD

Attention Il ne faut pas confondre : la suite (u;) zen €t le nombre u;,.

(Un)pen =] Uo , UL ,U2yeey UaT 5eeey UT492 5eeey Upg23 5eee
| ISy I— L ] L ] L 1
n=0 n=1 n=641 n=1492 n=1023

Exemples

> La suite constante égale a a, CaD (a) yen = (4, 4, ...,a,..),CaD V n, u, =a

3

> la suite (@) pen = (1,a,a%,a°...,a", ..) est une suite géométrique de raison a, ona Vv n, u, = a”

>lassuite ((-1)"),,cn = (+1,-1,+1,-1,..,.),,onaVn, u, = (-1)"

Définition 2. A partir d’'un certain rang
La suite (1) ,en €St croissante La suite (uy)nen est croissante a partir d'un certain
) rang
SsiVneN,, uns1—un=0 Ssi il existe Ny tel que :

VnzNy, upy1—uUn =20

De méme, on peut fabriquer : positive, majorée, bornée a partir d’'un certain rang,........

Un exemple trés important.
On sait que le nombre 2" devient infiniment plus petit que le nombre 7! qunan— o
Ainsi on peut anticiper que
le nombre 2" devient effectivement plus petit que le nombre 7!
CaD il existe N; telque: V n= Ny, 2" < n!
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2 Définition de la convergence d’'une suite.

2.1 Converge dans R.

Ici il faut rappeler que

— (—-e<x<l+e¢

Définition 3. Définition de converge vers ¢
Soit (1) nen une suite réelle. Soit £ € R.

On dit que la suite (u,) ,en converge vers ¢ Ssion a

Ve>0, ilexisteunrangNy tel que
Sin=Nyalorsl —e<up<fl+e oulu,—¥l|<e

On écrit alors uy, fou lim u,="¢.
n—oo

n—oo

Attention : Si u,

- ¢ Alors la limite £ ne dépend pas de n.
—00

Pour comprendre la définition, on va I’appliquer

> J’applique la définition de u,, Zavece=1>0.

n—oo

Ainsion a

> J’applique la définition de u,, Cavece=1/7p >0.

n—oo

Ainsion a

P |x—/l|<e <= x€[l—¢f+¢€]

A retenir : Quand on applique la définition u,, favece=0>0,

n—oo
Alors on obtient une inégalité u, < ¢ +0,
valide a partir d'un certain rang

2124
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2.2 Diverge.
Définition 4. Divergence vers +oo.
Soit (u#,,) nen Une suite réelle.
Vers too
On dit que la suite (u,) ,en diverge vers +oo Ssion a
VM>0, ilexisteunrangNy tel que

Sinz= Ny alors M < uy,

On écrit alors ujy

+ooou lim wuy =+oo.
n—oo n—+o0o

Vers —co
On dit que la suite (1) ,en diverge vers —oo Ssion a
Vm<0, ilexisteunrangNy tel que

Sin= Ny alorsu, <m

On écrit alors uy,

—ooou lim wuy=-oco.
n—oo n—+oo

Divergence stricte, CaD le chaos.
Lorsque la suite (1) ,en De converge pas dans R et ne diverge pas vers +oo,

on dit alors que la suite (i) ,en diverge strictement

Par exemple, les suites ((— 1) ") neny (€08(1)) pen divergent strictement.

A retenir : Quand on applique la définition u,,

oo avec M =0,
n—oo

Alors on obtient une inégalité O < u,,,
valide a partir d'un certain rang

3/24
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3 Les premieres applications

3.1 Lenombre u, se rapproche

Théoréme 5. Le nombre u,, se rapproche de ¢.
Lorsque la suite (u;) converge vers ¢,
alors le nombre u, se rapproche ¢
Unicité de la limite.
On suppose que la suite (i) ,en converge d’une part vers ¢ et d’autre part vers ¢/, alors £ = ¢/
Converge = Majorée/minoré.

On suppose que la suite (uy) ,en converge vers £.

Alors le nombre uy, devient< ¢ +1 a partir d’'un certain rang.

Converge vers £> 0.

On suppose que la suite (uy) ,en converge vers £ > 0.

Alors le nombre uy, devient> 0 a partir d'un certain rang.

Converge — bornée.

On suppose que la suite (u5) ,efy cOnverge vers £.

Alors le nombre |up| devient < |€|+1 a partir d'un certain rang.

Théoréme 6. Application au "petit 0" et "équivalent"
= o(l/p2
>un = o(l/y2)Alors

CaD le nombre u, devient infiniment plus petit que le nombre 1/,,2
Alors il existe Ny tel que V n = Ny, up < 1/n2

>u, ~ o(l/,2)Alors...

n—oo
CaD le nombre u, sera du méme ordre de grandeur que le nombre 1/,,2
1

Alors il existe Ny tel que V = Ny, S5 SUpS2—
2n n

3.2 Alalimite quand 7 — co.

Théoréme 7. A la limite quand 7 — co
Soit (G,,) et (D) deux suites.

Ona
Vn, Gp,<D,
Gno— ! = Alalimite quand n — oo,
Dy, —— /(' I'inégalité devient ¢ < ¢’
n—oo Large

Avec Gy, = Dy, eton conclut £ = ¢’
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4 Théoremes de convergence

4.1 Opérations sur les limites.

Théoréme 8. Formulaire classique.
On suppose que ay letby, — l.

n—oo
On a alors

€]

[anl
n—oo

Aay + uby,

A+ /Jf/ ici A et u deux scalaires (réels ou complexes).
n—oo

an.bn ;:; é[l

a Y A PT '
n/bn oo /[ iciVn, by#0etl #0
f(dn) f([) ici La fonction f est continue en ¢, CaD f(x)
n—oo x—0

!
(an)bn e [[
n—o0

f

Avec les équivalents.

Up ~ Ap
n—oo
= La suite (u,) converge vers ¢
A, ——¢

n—oo

Démonstration : On fera les démonstrations en classe, cependant

u,"=a =e =exp (vylnu,;) —— ex .In(0)) = '
;)1 bouge bin(a) p 1 - p 2 In(¢ gf

4.2 Gendarmes et comparaison.

Théoreme 9. Gendarmes et comparaison.

Le théoreme des 2 gendarmes.

Vn mp<u,<M,
= lasuite (u#,),en cOnverge vers ¢
my, M,, —— ¢
n—oo

Le théoreme de comparaison.

= lasuite (1) e diverge +oo

5/24
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4.3 Suite monotone.

Soit (1) nen une suite alors il y a 3 situations envisageables

Soit la suite converge dans R Soit la suite diverge vers +oo Soit la suite est chaotique

On suppose que la suites est croissante alors il y a 2 possibilités

Soit la suite converge dans R ‘ ’ Soit la suite diverge vers +oo

Théoréeme 10. Théoréme de la limite monotone.

Théoréme de la limite monotone.

la suite (u,,) ,en €St croissante
= lasuite (1) neny cOnverge
la suite (1) ,en €St majorée par M versé{ <M

Deplus,ona:uyysuyjsup<..<up<.<l<M

Suite croissante et ne converge pas.

la suite (1) ,en €st croissante
= lasuite () ,en diverge
la suite (u,) ,en DE converge pas dans R vers +oo

De plus pour montrer la suite ne converge pas dans R, on fait un R.A.
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5 Situations classiques.

5.1 Suites adjacentes.
Définition 11.
On consideére (u;) nen €t (Vy) nen deux suites.
On dit que les suites (u,) neny €t (V) nen SONt adjacentes
Ssi on a les trois propriétés
(i) La suite (u,,) nen €St croissante.

(ii) La suite (v,) zen est décroissante.

(iii) up — vy —
n—oo

Le théoreme des suites adjacentes.
Lorsque (1) nen €t (V) nen sSONt deux suites adjacentes,
Alors les suites (1) nen €t (V) nen convergent vers la méme limite ¢
Et en plus la limite commune ¢ sépare les deux suites

CaD yysuj<..sups<..sl<..<vy<..sv<WY

5.2 Distance entre 1, et ¢

Théoréeme 12. Le théoréme du module/de la distance.

vVn, |u,—f¢<M,
= la suite (1) ,en converge vers ¢
M, ——0

n—oo

Exemple. On suppose que |u,+1 — 4| < c|u, —£|. On en déduit a la mode géo

lup =2l <cluyp_1—2|

<cclup—o—4¥|

<cc..clug—24|=c"|ug— ¢

5.3 Lessuites u,; = f(u,).

Plan d’étude.
> On étudie les fonctions f: x— f(x)eth: x— f(x)—x
> On justifie que par récurrence que la suite (u,) est bien définie.
> On détermine les limites possibles de la suite avec I'équation f(¢) = ¢.
> On étudie la monotonie par récurrence.
> On justifie avec le TAF que |u,+1 — ¢l < clu, — €| puisona |u, — 4| < cluy—1 — |

<cclup—o—4¥)|

<cc...clug—=2)=c"uy—2¢|

7124
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6 Exercices

Déja vue

Exercice 1. A /la mode géo Pour les suites récurrentes suivantes calculer, u, en fonction de n.
n

1. Classique : Upi1 = ——up, Uns1 = (Un)?
n+1
n+1
2. Plus difficile : Wy42 =
n+2 n+2 n

Exercice 2. [Correction] Déja fait en terminale mais a refaire On considére la suite (1) nen €t (vy,) définies par

n Un
—  etuy,=
3-2uy, up,—1

upeR et VneN, uy =

1. Calculer v,+1 en fonction de v,
En déduire v, en fonction de n.
2. Calculer u; en fonction de n.
A votre avis la suite (uy)en converge-t-elle ?

Exercice 3. [Correction] Déja fait en terminale mais a refaire On considére la suite (up)nen €t (v,) définies par

—4du, -4
upeR et VneN, upy1=——mmet v,=
Up Up+2

1. Calculer v,41 en fonction de v,
En déduire v, en fonction de n.

2. Calculer u, en fonction de n.
A votre avis la suite (uy)en converge-t-elle ?

Exercice 4. Déja fait mais a refaire Pour les suites récurrentes suivantes calculer, u, en fonction de n.

>u=letVneN, uy+1=3u,+5 > Fy=0, Fi=1etVneN, Fyio=Fy1+Fy.
>up=1letVneN, uyy1 =3u,+n Bonus Difficile > uUg, U1 ERet VREN, Upio=—Ups1— Up.
> up,u1ERet VneN, uyo=—4uy —4u,.

Exercice 5. Déja fait mais a refaire
7 . . n
1. Montrer par récurrence que : VneN, il existe ay, b, €N tel que (1 + \/5) =a,+b,V2
Et expliciter a;+1,b,+1 en fonction de a,, by,.
2. Montrer que : la suite (a,) vérifie une récurrence d'ordre 2.

3. Calculer a;, en fonction de n.

Exercice 6. La question Q1 est intéressante mais pas "facile"
. n n . 7 ’
1. Montrer la suite u, = (2+ \/§) + (2— \/§) est une suite récurrente d’'ordre 2.
En déduire que u; est un entier par.
n
2. En déduire que la suite (u,)nen définie par VrReN, u, :sin(n (2+\/§) )
est une suite convergente.

3. Bonus Montrer avec le binbme que : 2+ V3)"+(2—-V3)" est un entier pair.
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——— Modele : La suite Harmonique.

.. " L 1 1
Exercice 7. [Correction] On considére la suite (H,) définie par : VneN*, H, = Z e 144 +—.
k=1 n
On va montrer que : H, —— oo
n—oo
1. Etudier la monotonie de la suite. Que peut-on conclure?
1
2. Montrer Vn=1, Hy,— H, = >
3. On suppose que la suite (S;) converge vers £ € R.
Que devient la relation quand n—oco?
4. Conclure.
q s . . N L | 1 1
Exercice 8. On considére la suite (H,) définie par : VrneN*, H, = Z T = 1+§+--~+ —.
k=1 n

On va montrer que : H, —— 00
n—oo

1
1. Montrer que : VkeN™, T =In(k+ 1) —In(k)
2. En déduire que : H,

+00
n—oo

. "1 1 1
Exercice 9. On considére la suite (Hj,) définie par : VneN*, H, = Z T = 1+E+---+ —.
k=1

On va montrer que : H, —— 00
n—oo

1. Montrer que : VXx€R, e*=1+x
2. Montrer que : VneN, efln=n+1
3. En déduire que : Hy

+00
n—oo

Les FI classiques
Exercice 10. On considére la suite (Q,) définie par Q, = ”3/2'1 .

3
1. Montrer qu'il existe un rang Ny tel que : V= Ny, Ups < 1 Up

0.

2. En déduire une majoration de u, puis que u,

n—)
2
H n N 2 n
Conclusion : — ——0, CaD n* = o(3").
3" n—oo n

Exercice 11. On considére la suite (Q,) définie par : VreN, Q, = I
1. Déterminer un équivalent de Q,+1 — Q. En déduire la monotonie de la suite (Qy).

Justifier que la suite (Qy) est converge vers £ =0

1(n+1)\? o
2. Montrer que : VneN, Qu+1 = Y Q5. En déduire que ¢ =0.
n
. n2 N 2 n
Conclusion : — ——0, CaD n* = o(3").
3" n—oo n—oo
. e . : e In(n)
Exercice 12. Plus difficile Pour tout a >0. On considére la suite (Qn(a)) définie par : VneN, Qu(a) = =
n

1. Déterminer un équivalent de Q41 (a) — Qn(a).
En déduire que la suite (Q,(a)) décroissante a partir d’un certain rang
puis que la suite (Qn(a)) est converge vers {5 =0

2. Exprimer Qy(a) en fonction de Q;(«/,). En déduire que £=0.

In(m) ——0, CaD In(n) = o(n?).

Conclusion : >
n n—oo n—oo
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Classique

Exercice 13. [Correction] Soit (I;) la suite définie par
e
VneN, In:f (Inp" dt
1

1. Etudier la monotonie de la suite (I,). En déduire que la suite (I,,) converge.
2. Montrer que : VneN, Iy =e—(n+1)1,.

3. En déduire par un RA que la suite (I,;) converge vers 0 puis déterminer un équivalent de I,

. o] 1 1
Exercice 14. [Correction] Soit (Sy) la suite définie par : VneN*, S, = Z 1+ —+---+

1. Etudier la monotonie de la suite. Que peut-on conclure ?

1 ko1
2. Montrer que : VkeN-{0,1}, —sf —dt
q {0, 1} 2ZS) 7
3. En déduire une majoration de la suite (S,) puis que la suite (S;) est majorée. Conclure.

n
. X 1
Exercice 15. [Correction] On considére la suite (S;,) définie par VneN*, S, = Z %
k=17
1. Convergence Déja vue 2. On va montrer que ¢ =1n2
(a) Montrer que la suite (S,) est croissante. (a) Montrer que : Vk =2,

(b) Montrer que la suite est majorée par 1.

(c) Conclure. (c) Montrer que S,

n—oo

Exercice 16.

LA
1. On considére la suite (S;,) définie par VneN*, S, = Z 3_k
k=1
Montrer que la suite (S;,) converge et déterminer sa limite

ok
2. On considére la suite (T},) définie par VneN™*, T, = Z S_k
k=1
> Montrer que la suite (T,;) converge. On note ¢ sa limite.

T,+S
""" En déduire la valeur de .

> Montrer que : VneN”*, Ty =

e 2 2
ok 2 n

k+1
f laltsls
k t k

In2

(b) En déduire un encadrement de S,,.

10/ 24

k1
[ Lar
k=11
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Moins classiques

1 [n
Exercice 17. [Correction] Déja fait en DM Soit neN et ke {1,..,n}. On considére uy = _k(k)
n

u
k+1 <

x

. 1
1. Simplifier uk+1/uk puis montrer que : V ke {l,..,n—1}, —.
Uj 2

2. En déduire une majoration de u;,.

l n
3. En déduire avec le binbme et la question Q2, que : V ne N, (1+—) <3
n

n
Exercice 18. Pas une premiére lecture mais ... On considére la suite (S,;) définie par VneN, S, = Z k'=0'+1!+2!+---+n!
k=0

n-2
. - 1
1. Montrer que : kgbk. L= oln)
2. En déduire que : S, o n!

(o0)

LA
3. Suivante la méme démarche, montrer ) — ——2
i=o () e

A partir d'un certain rang

Exercice 19. [Correction] Etudier la monotonie, ou la monotonie a partir d'un certain rang, des suites suivantes

nd 11" 2n 2n 1 1) 1
— — Yy — 1+—|[]|1+—
2n n! n ok nJ)i= k

. no 3k
Exercice 20. [Correction] On considére la suite (uy)nen définie par VReN, u, = Z ln(7).
k=1

s . 3F+1 1) 2
1. Montrer qu'il existe un entier Ny tel que : Vk= Ny, In v =In 1+3—k < 3

2. En déduire que la suite (u,)nen €st majorée.

3. Montrer que la suite (uy)nen cOnverge.

- Lo (1
Exercice 21. [Correction] On va étudier la suite (Uy,) définie par VneN, U, =) s1n(ﬁ)
k=1

1. Mont "il exist tier Ny tel : Vk= N, s'(1)<1 !
. Montrer qu'il existe un entier el : = Ny, sin|—| < :

g 0 R 172 R
2. En déduire une majoration de Uj,.

3. La suite (Uy,) converge-t-elle?
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Suites Récurrentes

Exercice 22. [Correction] Soit (x,) et (y,) deux suites réelles tel que VneN

Xn—Yn XntYn
et =
D) Yn+1 >

Xn+1 =

On considére la suite complexe de terme général z,, = x, + i yp.

1. Calculer z,+1 en fonction z,.

2. Les suites (zy), (x5), (yn) convergent-elle ?

Exercice 23. [Correction] Soit (u,) la suite définie par
1
up>0et u1 >0et VnelN, un+2=un+1+2—nun.
1. Montrer que : Vx€eR, 1+x<e”.

2. Montrer que (u;,) est croissante.

3. Majorée ? (Plus difficile.)

(a) Trouver (en utilisant les question 1. et 2.), une majoration du type VneN, ups1 < Ky, uy.

(b) En déduire que la suite (u;) est majorée puis qu'elle converge.

n
Exercice 24. [Correction] On rappelle que : H,, =
k=1

— +00
k n—oo

. . J 1
Soit (up)nen la suite définie par : O<u;<up, et VneN, upir=uUpe1+—Up.
n

1. Etudier la monotonie de la suite (i) e
2. On va démontrer a I'aide d'un RA que la suite (u,)en Ne converge pas dans R.

On suppose que la suite (u,)nen converge vers £.

(a) Justifier que : £>0
4
(b) Montrer qu'il existe Ny >0 tel que Vr= Ny, up—tp_1 = o

(c) En déduire une relation entre u, et Hy,, puis une contradiction.

3. Conclure.

Exercice 25. [Correction] Soit (#n)nen €t (Vn)nen deux suites réelles définies par ug >0, vg>0et

_1 2
Up+1 = 3Un+ o=

Un
VneN,
Up+1 =2Up+ ﬁ
On montrer "facilement" par récurrence que (uy) et (v,) sont bien définies et que V n, u, >0 et v, > 0.

1. Convergence de (V) nen. 2. Convergence de (uy) nen.

n 1
(a) Montrer que ¥ n, v, =2"vg. (a) Donner une majoration de .1 — > un-

(b) Que peut-on conclure? o o
(b) En déduire une majoration uy. (picie)

(c) En déduire que la suite (1) nen converge vers 0.
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Upy1 = f(un)

Exercice 26. [Correction] Le modéle Soit (uy)nen la suite réelle définie par

ok =

up=1 et VneN, uyy =arctan (uy) = f(uy)

Montrer que la suite (uy)nen est bien définie et V uy, € [0, 1].
Etudier les fonctions f:x— f(x) et h:x— f(x)—x
Trouver les limites possibles de la suite.

Etudier la monotonie de la suite.

Montrer que u;, —— 0
n—oo

Exercice 27. [Correction] Soit (un)nen la suite réelle définie par :

w N =

UupeR et VneNlN, un+1=un—ui=f(un)

Etudier les fonctions f et h:x— f(x)—x

Déterminer les limites possibles de la suite (uy).

On suppose que ug € [0,1]
(a) Montrer que : uj €[0,1/4 ] puis que Vn=1, u,€[0,1/4].
(b) Etudier la monotonie de la suite () en. Conclure.

On suppose que ug ¢ [0,1]
(a) Montrer que : u; <0 puis que Vn=1, u, <uy <O0.

(b) Etudier la monotonie de la suite (1) nen. Conclure.

Exercice 28. Soit (uy) la suite définie par

ok W=

up=9 et VvneN, upy =v1+u,=f(u,)

Etudier les fonctions f et h:x— f(x)—x
Montrer que pour tout n €N, le nombre u;, existe et u, =1
Trouver les limites possibles de la suite (u,).
Etudier la monotonie de la suite (i) nen. La suite converge-t-elle ?
Déterminer k tel queVn, |up1 —4l<klu,—72|.

En déduire que u, — l

Exercice 29. [Correction] Soit (u,) la suite définie par

Sl

up€[0,2] et VneN, up1=vV2-u,=f(uy)

Etudier les fonctions f et h:x— f(x)—x

Montrer que Vn =1, le nombre u, existe et u, €

0, \/E]

Trouver les limites possibles de la suite (uy).

Déterminer une relation entre |u,.1 —1| et |u, —1|.

En déduire que u;, — 1
n—+oo

13/24
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Suites adjacentes

Exercice 30. Soit (S,) la suite définie par :

n -1 k+1 1 1 1 1 n+1
Vnen’, s,=y D L N )
ok 1 2 3 n
Montrer que les suites(Sz;) et (S2,+1) sont adjacentes
Peut-on en déduire que la suite (S,) converge?
Exercice 31. Soit les suites
Sn= i ! et T, - 1 + 1
n= ' n= L
izo k! i—o k! n.n!

1. Montrer que les suites (S;) et (Ty) sont adjacentes.
On note e la limite commune.

2. On suppose que e=4a/p €Q
En examinant b!S, < b'e < b! T}, en déduire OUPS.

Conclusion : e¢ Q.

Exercice 32. [Correction] Soit (4n),en €t (Vn) ey deux suites réelles définies par :

Un+1 =V UpVUp
O<ug<vy et VneN
0 0 ’ _Uptup
Un+1= >

. Montrer que VneN, u, et v, existent.
. Montrer que : VreN, 0< uy < vy.

. Etudier la monotonie des suites (i,) en €t (Vn) nen -

B W NN -

. Montrer que les suites () ,eny €t (Vn) nen CcOnvergent vers la méme limite ¢

Original

Exercice 33. Soit (uy),en+ une suite réelle croissante qui converge vers ¢

. . P 1
Soit la suite (V) yen définie par vy, = — (U + Up + ...+ Uy)
n

1. Montrer que : vy — Uy = 1 (tn+1— vy). En déduire que la suite (v,) est croissante.

v+l

2. Montrer que VneN, /¢<vy,< 5

3. En déduire que vnn—>l.
—00
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé) 1. Ona

Up+1

Up+1—1
Un
_ 3-2u,

T (e )
(3—2un) 1
Un

_ 3-2uy Un 3-2up Un 1

= = X
Un—(3-2uy) 3—2L£n un—?) 3Un—3
3-2uy

Un+1=

Ainsi la suite (v;) est une suite géométrique.

On a maintenant

Un=ZVn-1

u
2. On sait 1

=Vn

Un = = up=vpUp—=>uy(l-vy)=vyp

Un_ _ (1/3)n Vo
vn=1 (1/3)" yp-1

Donc u, =

Comme (1/3 )nn:ooo, on a

n
Un (L13)" vy 0
Up = = m — —— =0
vn—1 (l/3)" yg—1 71—+ 0-1
Conclusion : La suite (uy)en converge vers 0.
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) 1. Ona
1
v =
n+1 Upsl +2
B —2up—4
-1 u, -1 1 -1
= — = — + = — 4+ U}’l
2 up+2 2 Up+2 2
Ainsi la suite (vy) est une suite arithmétique.
On a maintenant
-1
Un = > +Vn-1
A la mod géo
-1 N (—1 N )
=—+|—+vp-
2 2 n-2
-1 -1 -n
=— 4. t+t—+vp=—+1p -0
2 2 2 n—oo
2. On sait v, = =vy
Up+2 1 1
= ... = Up=-2+— 2+—=-2
v, Nn—oo -0
Conclusion : La suite (uy)en converge vers —2.
Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
1
1. pour tout n, on a Hyy1— Hy = 2+l >0 la suite est donc croissante
n
Conclusion : Soit la suite cv dans R Soit la suite diverge vers +oo

2. Pour tout n, on a

2n 2n
1 1 n 1
Hyp—Hp= Y =2 ) —=-—=-
k:n+llc k—n+12n 2n 2

15724
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3. On suppose que la suite (Hy) converge vers ¢

1
¥ neN, Hyp = Hy > 5
= A la limite, quand n — oo,
1
Hyp———"¢ la relation devient £—¢ >~ OUPS
2

Conclusion : I'hypotheése la suite (S;;) converge vers ¢ € R est absurde, CaD la suite ne converge pas dans R.

4. On a montré que la suite (Hj) est croissante et ne converge pas dans R

Conclusion : La suite (Hy) diverge vers +oo

Solution de I'exercice 13 (Enoncé)
1. On a

e
Ins1-1In= (np" Int—1 |[dt<o0

=0 sur(l,e] | <O sur(l,e]
La suite (Ij;) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers ¢ = 0.
2. On fait une IPP
3. On suppose que £>0. On a

VneN, Iny1=e-(n+1)I,

Inn1 oo ¢ = On regarde ce que devient la relation quand n — oo
e—(n+1)I, me—ool Ainsi a la limite, ona ¢ =e—(0c0)¢

Comme ¢ >0, on a (00)/ =00. On a donc £ =-0co OUPS!!!!

Conclusion : La suite (u)en converge vers € =0 et £ >0 est absurde
Donc La suite (up)en converge vers 0.

Solution de I'exercice 14 (Enoncé)

1 .
1. pour tout n,ona S;4+1—-Su= W >0 la suite est donc croissante
+

Conclusion : Soit la suite cv dans R Soit la suite diverge vers +oo

2. Pour tout k€ {X,2,...,n}.

1

1
> Vitielk-1,k], p$t—2

> On integre l'inégalité sur [k—1, k],
Ainsi ! <fk ldt
k2 Ji- 2
3. On somme l'inégalité précédent de k=2 a k=n, CaD la ou elle est valide

n n n rk
ainsi Hy= Y 132 = 1 + ) 1742 <1+Zf Ly dt
k=1 = k=2 fe=27k-1

k=1
2 3 n
s1+f +f +--~+f
1 2 n—-1

n
s1+f 17,2 de
1

<1+[~lg 7
<l+1-1/,
< 1+1-1/, <2-0
[
Attention ¢a dépend de n
4. La suite (Sy) est croissante et majorée par 2 donc elle converge vers £ <2

Solution de I'exercice 15 (Enoncé)

1. Convergence
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(a) Pour tout neN

n+1 1 n 1
S -Sn= —
i on kgln+1+k oyn+k
1 1 1 1 1 1
= + 4ot + 4o R
n+2 n+3 2n+2 n+l n+2 2n
1 1 1
= + —
2n+1 2n+2 n+l1
1 1 1

= - = =0
2n+1 2n+2 (@2n+1)2n+2)

La suite (S;;) est donc croissante
(b) Pour tout neN

1 n n
<

n < =
n+l n+1 n+l n+0

K'Mz

La suite (Sy) est donc majorée par 1.
(c) La suite est croissante, majorée par 1 ainsi elle converge vers £<1
2. On va montrer que £=1In2

(a) On va majorer les intégrales, CaD les plateaux

k+11 k+1 1 1
Pour tout k=1, onaf —dtsf —dt=—
k k & k

k k 1
Pour tout k=2, onaf —dt;f _dt:E
k-_

(b) On applique I'encadrement précédent avec n+ k, puis o n somme les inégalités |a ol elles sont valides,

n n+k+1 1 n+k 1
ainsi Pour tout k=1, Z —dt<Sn Z
n+k n+k—1 l’
De plus
k+1 1 n+2 2n+1 2n+1 1 2n+1
>Gn—Zf —dt—f +~~-+f :f —dt:ln(2n+1)—ln(n+1)=ln( n )
1 2n n+l t n+1
n+1 2n 1 2n
> Dy = Z _f f f —dt=In(2n) -1In(n) =ln —In(2)
k-1 t 2n n n
(c) On a
2n+1 2n+ 2
lim G, = hm ln( n = lim ln(n—o(n)) = lim ln(—n) =In2
n—oo n+1 n—oo n+o(n) n—oo n
Ainsi on a
Vn, Gp<S,<Dy
lim Gy =In2 = D'aprés le thm des 2 gendarmes, la suite (S;;) converge vers In2
(0.0}
lim D, =In2
n—oo
Solution de I'exercice 17 (Enoncé)
1. Soit ke {1,..,(n—1)}.
On a
n!
1 (n) K T
Uk+l _ n LAV 07 (k+D)!(n—k-1! _ 1n- k
- 1 - |
Uk F(Z] nk+1 n! nk+1
k!'(n—k)!
Directement on a
1 upy; 1 1n-k nk+D-2n-k nk-1)+2k
5 =57 = = 20 car k=1
2 U 2 nk+l1 nk+1) nk+1)

1
2. On a pour n€fl,2,..,n}, Up,1 < 7 Uk

N 1 k-1 1 k-1
A la mode géo, on déduit que uy < (5) up = (—)

171724
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3. Ainsi : VrneN*

Solution de I'exercice 19 (Enoncé)

> Ona
11-n
n+1

1o n
(n+1)! n  nl
Donc a;+1—an <0 a partir du rang Ng =11

VneN, apt1—an=

11 ] 11"
—1l =
n+1

n!

> Ona

! 1
— hn+1_bn=(2n+2)_(2n) @n+2)!  @n)!

n+1 n|” meDm+ D! nlnl

_ (2n)!

2n+2)2n+1)
(n+D(n+1) ]
22n+1)

(n+1) ]
4n+2-(n+1)
n!'n! (n+1)

_ 2n)! 3n+1 -

nn! (n+1)

n'n!
2n)!

" nln!
_2n)!

Donc pour tout n, byi1 — by =0.

Solution de I'exercice 20 (Enoncé)
1. On considére

1
Q ln(l+3_k] 3k 8F+1 Laky (1+ 1) Lk ina+0) = = @+ 0@) = 211 + 0(1)] L
== nfl— —|\|=- n — == n = — 0 =— 0 =
k 2/3k 3k 2 3k 2 3k 2 n—oo 2

. 1
J'applique la définition de Qp — 5" avece=1/9 >0

1 1
Ainsi il existe un rang Ny tel que Vk= Ny, Qp <fl+e= §+§ =1
3ke1)_ 2
:>ln[ 3 )s3—k

2. On somme l'inégalité précédent de k= Np a k=n, CaD la ou elle est valide

noo (k1) Mgt no (3k41 L
ainsi uy = Zln( " ): Y -+ > In : <K+ ) 3—k]
k= k=1 k=N k=Np
Konstante

C’est une Somme Géo

EtonaOM4...40" =140+ +0"—(1+---+0M"1)

1_Dn+1
=——— —K'onstante
1+0
1—|:|"+1
<K+2 —— K avec 0=1/3
1+0
Attention ¢a dépend de n

1-0
<K+2|——=-K
1+0
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la suite (uy)nen est donc majorée.

3. Conclusion : La suite (uy)en est croissante, majorée par K +2

1-0
—— — K| donc elle converge.
1+0

Solution de I'exercice 21 (Enoncé)
1. Ona

Qk% =k(k+1Dsin(@ =k(k+1) @O+o0@)=1+0(1) P— 1

k k+1
- L, o . 1 1 1
OUPS j'ai oublié un facteur 21111 en fait c'est Vk= Ny, sin|—=|<2|—--——|.
K2 k k+1
J'applique la définition de "Q — 1/9 " avec e=1/9 >0
Ainsi il existe un rang Ny tel que Vk= Ny, Qp <l+e=1/p +1/5 =1
1 1 1
= sin|—[<2|--——
(kz) [k k+1
2. On somme l'inégalité précédent de k= Np a k=n, CaD la ou elle est valide
L 1 L 1 1 1
ainsi ) sin(—): X sin(—)sz e
k=Np k2 k=Np k2 k k+1
On télescope
1 1 2
2]l=—-——|<=
No n+1 No
Noz1 1) 2 2
On ajoute les terme qui manquent, ainsi : Uy, < Z sin(—) +— =K+ —
=1 2] N Ny
Konstante
2
3. Conclusion : La suite (up)en est croissante (facile), majorée par K + N donc elle converge.
0
Solution de I'exercice 22 (Enoncé)
L Ona 11 1.1
. Xn—Yn . Xnt)Yn . ., .
Zn+l = Xp+1+i = +i———=(xp+i —+i-|=|=-+i=|z
n+1 n+l T 1Yn+1 5 5 (xn J’n)(z 2) (2 2) n
n
2. La suite (z;) est une suite géo, ainsi on a zj, =zo(£ +i§) .
on [Lei1] = L s
nal-+i=|=—, ainsi
2 "2 2
1" 1\"
Ainsi |z, =0l =|zpl =20l |=+i=| =lz0l|—=
|zn ||n||0|2 > |0|(\/§)
Conclusion : on a donc |z, —0| mo. La suite converge (zy) vers 0.
De plus on sait que |x; — 0| = |xy| = |Re(z,)| < |zp|. Ainsi la suite converge (x;) vers 0.
Solution de I'exercice 23 (Enoncé)
1. Convexité.
2. On montre facilement par une récurrence a 2 étages que Heps @ Uy =0.
1
En suite on a U+ —up = zn—_lun,l =0, la suite (up)pen est donc croissante.
3. Majorée?
(a) Pour tout neN, on a
1
Unp+l =Un+ on—1 -1
Sup+ zn—_lun car la suite est croissante
1
Sup|l+ 271_—1

e 1/on-1
on utilise Q1. avec x=e 2"

<up ellzn_1

Ky
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(b) On a "A la mode géo"

un < Kp-1up-1

< Kp-1Knp-2un-2

< Kp-1Kp-2---Ko g

1
1 1 1= 1-0|
De plus K;;—1Kj—2---Kg=exp |1+ = +---+ exp <exp| —= |[=¢
2 2n-1 -1 -1
2 2

Conclusion : VneN, u, < & 7
(c) La suite (un)pnen est croissante et majorée par e uy
donc elle converge vers ¢ < e up.
Solution de I'exercice 24 (Enoncé)
Soit (un)pen la suite définie par

1
O<uy<up et VmeN, upt2=upt1+—Up.
n

1. On démontre facilement par récurrence a deux étage que : Heps :up >0

Ainsi Vn=2, upt1—up=

Up-1>0
lnl

La suite (up)nen est donc croissante.

2.
(a) Comme la suite (uz)pen est croissante, on a 0<uy Sup <..<uUp<...</?
s Up—Up—1 2
(b) Je considére Q; = nTnl = Zn(un —Up—1)
2n

2 2 Up-—2
> On a =—-n(up—up-1)=-n
Qn 7 (un n 1) 7" n—2 n=oo ¢

> J'applique la def de "Qy mz" avec e=1>0
Ainsi il existe Ng tq Vn= Ny, Ap=n(up—up—1) =2€-e=2-1=1

= un—un_IZﬁ

(c) On a maintenant "A la mode Géo"

Up =2-—+Up-1
2n

> [4.

= — Up—

n n-2

4

—+
2(n—-1)
l

+Up-3

>—+ +
2n 2(n-1) 2(n-2)

l 4 4
= —+ + et +up,
2n 2(n-1) 2(n-2) 2(Np + 1)I

l
:E(H,,—HNO)

. ¢
Conclusion : Vrn=Ny, up= uN0+5(Hn—HN0).

(d) On a admis que Hy,

oo,
n—oo

0
Comme £>0, on a uN0+5(Hn—HNO) — o0

donc a cause du théoréme de comparaison, on a uy 0

n—oo

3. On a donc. La suite (uy),en est croissante et elle ne converge pas dans R

Conclusion : La suite (uy)en diverge vers +oo.
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Solution de I'exercice 25 (Enoncé)
1. Convergence de (Vp)peN-
(a) Montrer que Y n, vy =2"vy.
On fait "facilement" par récurrence Heps : v =2" 1y
(b) Que peut-on conclure?

On a avec les théoréme de comparaison

Vn, vy,=2"1

= La suite (vy)peN diverge vers +oo
2"y

+00
n—oo

2. Convergence de (uz)peN-

. . 1
(a) Donner une majoration de w41 — Eun

R 1 2
Pour tout n, on a avec ce qui précéde uy,+1 = Eu"+ — < -uy

vy 2 " m
Conclusion : VneN, upy1 — lun < 2 = LS
2 21y 20
(b) En déduire une majoration uy,. (piricie)
On va faire un "A la mode géo" délicat. On a
1 K
un—iun—l < on-1 (In)
1 K
Up-1-— Eun—z < on—2 (In-1)
1 K
Up-2— 2 Unp-3 < on=3 (In-2)

— = < — (l )
u Up <
1 2 0 20 1

1 1 1
On fait la somme pondérée des inégalités, CaD I, + EI”_I + 2—21,,_2+~~++2n—_110,

Ainsi apres simplification, on a

1 < K K K
un_z_ﬂuo\ on-1 +2Vl—1 +.“+2n—1
Kxn
<
on—1

(c) En déduire que la suite (up)en converge vers 0.
Kxn
zn—l

OnaVvVneN, 0<sup< —up+

n

My

Comme 0 —— 0 et M, 0 croissance comparée,
n—oo

n—oo
Conclusion (théoréme des gendarmes) : la suite (up),en cOnverge vers 0.

Solution de I'exercice 26 (Enoncé) 1. Etude de f:x—
arctan(x) * > 0 +oo
+00
. . f@ o—
La fonction f est dérivable sur R _—
—00

etVxze fl(x)=—
f 1+ x2

Ainsi on a le tableau
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Etude de h:x— f(x) - x = arctan(x) — x
La fonction h est dérivable sur [e, +oo[ x © 0 o

1+ x2 +oo

2 h(x) T

T 1+x2 —o0
Ainsi on a le tableau

etVx=e h'(x)=

2. On démontre par récurrence H<n> : le nombre u, se calcule et u, €[0,1]

> Initialisation avec n=0 Pas de pb car up =1
> Hérédité. On suppose H<n>.

Comme le nombre u; se calcule et f est définie sur R
donc up+1 = f(un) se calcule.
De plus on a
Osup=1
La fonction f est croissante sur [0,1] }

= f(0)< f(up) <fQQ)

/4
Comme f(0)=0et f(1)=arctan(l)=—<1
(.%nclusion : H<n+1> est vraie
3. Comme f est continue, on sait que ¢ les limites possibles de la suite (up),en Vérifie £ = f(¢) et aussi que £€[0,1] ,
CaD ¢ est une solution de I'eq h(X) = X dans [0,1]
D'apres Q1 I'unique solution de I'équation est 0.
Conclusion : Si la suite (up),en converge alors elle converge vers 0.

4. Convergence?

(a) On a uy —ug = h(up) <0 d'aprés le tableau de variation h et up=1
On démontre par récurrence H<n> : uu41 < up

> Initialisation avec n=0 Pas de pb
> Hérédité. On suppose H<n>.
On a
Up+1 < Upn
; . = f(u < flu
La fonction f est croissante sur [0,1] } .f( ”*1). .f( ”).
=Up+2 =Up+1
Conclusion : H<n+1> est vraie
(b) La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0
Donc la suite (up),en converge vers € =0
Or D’aprés Q2, on a forcément ¢ =0.
Conclusion : la suite (up),en converge vers 0
Solution de I'exercice 27 (Enoncé) 1. Etude de f:x— | Ftudede h:x— f(x)—x= [x—xz] —x=-x°
2
X—X

On a le tableau
La fonction f est dérivable sur R

etVxze fl(x)=1-2x X —00 0 +00
Ainsi on a le tableau

0
X —00 0 1/2 1 +00 fx / \

fx

2. Comme f est continue, on sait que ¢ les limites possibles de la suite (up),en Vérifie £ = f(£),
CaD ¢ est une solution de I'eq h(X) = X dans R

D’'aprés Q1 I'unique solution de |'équation est 0.
Conclusion : Si la suite (up),en converge alors elle converge vers 0.

3. On suppose que ug € [0,1]
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(a) On démontre par récurrence H<n> : up €[0,1/4 |
> Initialisation avec n=1
On sait que ug € [0,1] et d'aprés Q1, quand x€[0,1] sur f(x)e[0,1/4 |
Donc uj €[0,1/4 | Donc H < 1> est vraie
> Hérédité. On suppose H<n>.

On a
up€eupel0,liy]<io,1]

D’aprés Q1, quand x € [0,1] sur f(x)€[0,1/4] } = .jg(u").E [0,1/4]

=lni1
Conclusion : H< n+1> est vraie
(b) On a uy —ug = h(up) <0 d'apres le tableau de variation h
On démontre par récurrence H<n> : up41 < up

> Initialisation avec n=0 Pas de pb
> Hérédité. On suppose H<n>.
On a

O<uprisupsliy

<
La fonction f est croissante sur [0,1/4 | } = M M.

=Un+2 =Un+1
Conclusion : H< n+1> est vraie
Conclusion : La suite (1) en €St décroissante et minorée par 0
Donc la suite (up),en converge vers € =0

Or D’aprés Q2, on a forcément ¢ =0.
Conclusion : la suite (up)en converge vers 0
4. On suppose que ug ¢ [0,1]
(a) On sait que ug ¢[0,1] et d’aprés Q1, quand x ¢ [0,1] sur f(x) <0
Donc u; <0.
On fait maintenant une récurrence car f est croissante sur R_
(b) On démontrer par récurrence H<n>:up41 < Uy
conclusion la suite (up)en est décroissante.
MAIS Si la suite (up)en converge alors elle converge vers ¢ <u; <0!!!
Ceci est impossible car la seule limite possible c'est £ =0

Conclusion : la suite (uy)en est décroissante et ne converge pas dans R
Donc la suite (up)nen diverge vers —oco

Solution de I'exercice 29 (Enoncé) 1. Etude de f:x— | FEtudede h:x— f(x)-x=v2—x—x
V2-x La fonction h est déf/cont sur |—oo, 2] et dérivable sur |—o0,2]
. . _ - _ 1
La fonction f est def/ccl)nt sur ]—o0, 2] et dérivable sur ]-00,2[ et Vx<2e, I(x)= 1
et Vx<2, fl(x)= ———<0 2v2-x
e oo 2V2—x _—1—2\/m<0
insi on a le tableau = 2VZ—x
Ainsi on a le tableau
X +o00 0 0
X —00 1 2
(e ¢] \
f(x) \/z\ +00
0 h(x) o
— L

2. On démontre par récurrence H<n> : le nombre uy, se calcule et uy € [0, \/5]

> Initialisation avec n=1
on sait que : ug =€ [0,2] et d'aprés Q1, quand x€[0,2] alors f(x)€ [O, \/E]

Donc u, = f(up) € [O, \/i]

> Hérédité. On suppose H<n>.
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O<up,=Vv2<2
La fonction f est dé-croissante sur [0,2]

} — O < flun) < (VD) < f2)
| I

=Un+1

Comme f(0)=0 et f(2)=V2
Conclusion : H< n+1> est vraie

3. Comme f est continue, on sait que ¢ les limites possibles de la suite (uy)en Vérifie £ = f(£) et aussi que £ € [0, \/5] ,

CaD ¢ est une solution de I'eq h(X) = X dans [0, \/5]

D'apres Q1 I'unique solution de I'équation est 1.
Conclusion : Si la suite (up),en converge alors elle converge vers 1.

4. Clest le TAF sur [o, \/5]

Solution de I'exercice 32 (Enoncé) 1let2 On démontre par récurrence H<n> : les nombres uy, et vy se calculent et 0 < up < vy
> Initialisation avec n=0
OK car 0<up < vg
> Hérédité. On suppose H<n>.

Comme les nombres u; et v, se calculent et 0 < uy, < vy

Up+Un
Donc ujy+1 = [unvy, et vy = ——— se calculent
|_0| 2
>

De plus u;u+1= [un vy, est positif car c'est une racine et
V>0
>

Unt+u
Vn+1—un+l=%—\/vnun
_ Up+Un—2Vnun
- 2
_ (Vn+un)2—4(\/ Un un) _ (l’n)2+(un)2—21/n Un _ (Vn—un)2 >0
2[vn+un+2y/Unuy| Bas>0 Bas>0

Conclusion : H< n+1> est vraie
3 Pour tout n, on a

Un+Up Up—vp
Upn+l—Un= —vp = 2 <0 carVneN, 0<uy<vy.

UnVn—Un)?  Un(Wp—tp)

VUnUn+un  UnOn+un

Conclusion : la suite (up)en est croissante et la suite (vy)en est décroissante.

Up+l —Un =V UpVp—Up=

>0 carVneN, 0<uy <vy.

4 il est difficile de montrer que les suites sont adjacentes,
0 est délicat.

CaD montrer directement que v, —uy -
— 00

On reprend la démo des suites adjacentes, CaD

La suite (up)en est croissante et la suite (Vi) en est décroissante donc ug < up < vy < vy
Ainsi la suite (u4p)en converge vers €y, < vg et la suite (vy)en cOnverge vers €4, = ug

Up+Uv
On regarde ce que devient la relation v,41 = "Tn
L. Oy+0
ainsi ¢4 = % donc ¢y =¢,

Conclusion : les suites (vy)en €t (Un)pen convergent vers la méme limite £=¢0,=¢,
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