MPSI

DS 3. Lundi 16 Décembre

3 heures

Question Python.

> Ecrire un fonction python qui prend n en argument et renvoie la liste de ses diviseurs positifs.
> Ecrire un fonction python qui prend n en argument et renvoie true si n est un carré, et false sinon.
> Ecrire un test python qui "dit" si a appartient a une liste, CaD trouver la "fonction" python qui fait le Job.

Exercice 1. [Correction] On considére la suite (uy)nen définie par

On considére les fonctions f:x— x+1+
X

AN e

up>letvVvneN, upr1=u,+1+

Up

11 et h:x— f(x)—x

Etudier les fonctions f et h.

Justifier que la suite (uy)nen est bien définie et que : VneN, u, =1

Montrer que la suite (u;)nen Ne converge pas dans R

Démontrer que la suite (1) en est croissante puis que la suite () en diverge vers +oo.

Nous cherchons dans cette question a déterminer a quelle vitesse la suite (Un)nen diverge.
(a) Montrer que : VkeN, up=k+1

1
(b) Montrer que : VkeN", Osuk_'_l_uk_lsE.

| =

n-1
(c) En déduire que : Vn=2, 0<sup,-u;—(n—-1) < Z
k=1

(d) Interlude :
i. Montrer que : Vx> -1, In(1+x) <x.
1
En déduire Vk=2, % <In(k)-In(k-1)

"1
i. En déduire Vn=1, Hy=) P <In(n) +1
k=1

(e) En déduire que : Vn=3, n+l<u,<u;+n+Inn-1)

Enfin conclure que u, ~ n
n—oo
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Exercice 2. [Correction] On considére la suite (uy,) définie par

Uy +u?
2

up>1 et VneN, uy=

Partie A. Convergence.

2

1. Etudier les fonctions f: x+— et h:x— f(x)—x.

2. Justifier que la suite (uy) e est bien définie et que VreN, u, = 1.
3. Déterminer les limites possibles de la suite (1) nen
4

. Justifier que la suite (uy,)nen diverge vers +oo.

Partie B. Etude d’une suite auxiliaire.

. . 1 u
On considére la suite (ay,) par: VrneN, a, = —ln(—n) . Remarque Comme u, >1 donc le nombre a; est bien définie.

2]1

1 1
1. Montrer que : VneN, a1 —an = Wln(l + —)
En déduire la monotonie de la suite (a;).

In(2)

2. Montrer que : VneN, ay < a,+ ST

. " LA |
puis que Y neN™, angaoﬂn(z),;lz_k'

3. En déduire que la suite (a;) est convergente vers une limite noté «

Partie C. Un équivalent de u,

1
1. En utilisant QB1., montrer que : VneN, 0<ap+1—ap< ———.
2n+1un
2. Mont VpeN*, VneN, 0< <1i1
. Montrer que : ,VneN, 0<apip—-ap<s— ) —
q p n+p n U, k:12n+k

3. En déduire que : VneN, Osa—a, < )
2"uy,

4. Pour tout entier naturel n, exprimer u, en fonction de a,

7 . n
En déduire que : u, ~ 2e%?
n—oo
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Exercice 3. [Correction] On suppose que neN*.
On considere les fonctions P,,, définies par

P (x)—zznﬂ—_x+x_2_x_3+..._xzn_l ﬂ
8 =k 2 3 2n-1" 2n

Il est facile de voir que les fonctions P,, sont € de 2 = [0, +oo[ a valeurs dans R.

Partie A. Définition du nombre x,,.

2n

. Calculer P}, et vérifier que : Vx>0, P} (x) = T
X

1

2. En déduire le tableau variation sur & de de la fonction P, (avec les limites aux bornes)
3. Justifier VneN, Py, (1) <0 et montrer par récurrence que : VreN, P, (2)>0
4

. Montrer que |'équation P, (X) =0 admet une unique solution dans ]1,2[.

On note x, cette solution, on a donc Py, (xp) =0.

Partie B. Convergence de la suite (x,,).
-1

t+1
2. Montrer que : V=1, n(f*-1)<*" -1

dt.

X
1. Montrer que : Yx=0, Pn(x):f
0

3. En déduire que : Vx> 1, Pp(x) — Pu(l) > g(x—l)z

n
Ainsion a VneN, 0< —(x, —1)2 < P(x,) —Pn(1) = —Pp(1)
2 |__0|
4. En utilisant QB1., montrer que : VneN, —-In(2) < P,(1) <0

5. En déduire une majoration de |x, — 1| et conclure.
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Exercice 4. [Correction]
1. Un résultat préliminaire.

(a) Soit (wy) une suite qui converge vers ¢ €R.
Montrer qu'il existe Ny tel que Si No<n < p alors |wp — wy| < 1/2
Indication : On remarquera que : wp—wy = (wp - €) = (wp - £)
(b) Soit (wpy) une suite d’entier. Montrer que
La suite (wy,) (d'entier) converge Ssi La suite (w,) constante a partir d'un certain rang.

2. Soit (ay) une suite d'entier tel que a; =2 et YneN", a,,1 = (ap)?-an+1

% 1 1
Pour tout neN*, on note U, = — +---+ —
ay an
On réduit U, sous forme d'une fraction pas forcément irréductible, ainsi
1 1 Moche y, . _
Up=—++—=———"—3="7"avec X, = a1 an €t y, = Moche un entier (unique)
a a, ay---ap Xp
. L -
Enfin on considére V,, = Yne1 7 Yn
Xn+1 — Xn

(a) Montrer que la suite (ay) divergent vers +oo.
(b) Montrer que les suites (xj) et (y,) sont strictement croissantes.
(c) Ou I'on montre que les suites (Uy) et (V;) sont adjacentes.

i. Calculer x41 et y,+1 en fonction de x, et yj.
1

En déduire que : YneN*, V, - U, = ——.
an+1—1
1 1 1

+ - .
apn+2—1  ap+y1  ap+1-1
iii. Conclure que les suites (U,) et (V,) sont adjacentes.

ii. En déduire que : VneN*, V, 11—V, =

On note ¢ la limite commune des deux suites.

(d) On suppose que ¢ = s avec p,q eN*

i. En utilisant les propriétés des suites (U,) et (V,), montrer que
la suite (px, —qyn) est décroissante,
puis qu’elle est stationnaire a partir d'un certain rang.

ii. En déduire que la suite (V,) est stationnaire a partir d'un certain rang
puis qu'il existe un rang Ny tel que : Vn= Ny, ap+1 = (@)’ —an+1

(e) Application

Soit p un entier avec p = 2.

n o0
Montrer que la suite U, = Z —& converge et que sa limite Z —F est un irrationnel.
k=1 P k=1 P
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Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Etudier les fonctions f et h.
> La fonction f est dérivable et

Vx£L 10 =140+ -1 (x-D2-1 x®-2x x(x-2)
' - x-12  (x-1)2 (x-1)2 Bas>0

D'ol le tableau

X —00 0 1 2 +00
fl(x) + 0 - - 0 +
0 +o00o +00
! AN RN
—00 —00 4
> La fonction h est dérivable et Vx#1, K (x) =0+ Go1? <0
D’'ou le tableau
X —00 0 1 +00
H (%) - +
1 +00
v
h \ 0 \
—00 1

2. Justifier que la suite (up)pen est bien définie et que : VreN, uy,>1

On fait par récurrence H<p> :le nombre u;, se calcule et u; >1
Initialisation n=0

Comme ug >1, donc Hcps est vraie
Hérédité. On suppose Hep>

> Comme f est définie sur ]1,00[ et u, >1, donc u,41 se calcule
> De plus
Up>1 daprés Heps

= Up+1=4>1
Vxel[l,o0], f(x)=4 voir Q1

donc Hcjp41> est vraie
3. Déterminer les limites possibles de la suite (u5)nen

On suppose que uy .

Comme up+1 = f(uy) et f est continue, on sait que ¢ = f(¥)

n—oo

1 1
[—f([)@[—[+1+m@m_—lml—l—[mf—o

De plus VneN, uy=1donc £=1. Or £=0 OUPS
Conclusion :

la suite (uy)nen Ne converge pas dans R.
4. Démontrer que la suite (uy),en est croissante puis que la suite (uy),en diverge vers +oo.

Pour tout n, on a up+1—up=1+ =21+0>0

n
Donc la suite (1) en €St croissante

Conclusion : La suite (1) en €St croissante et ne converge pas, ainsi elle diverge vers +oo

5. Nous cherchons dans cette question a déterminer a quelle vitesse la suite (un)pen diverge.
(a) Montrer que : VKEN, up=k+1

On fait par récurrence Hops tup = k+1
Initialisation n=0

Comme ug =1, donc Hegps est vraie

Hérédité. On suppose H_j
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Comme up =1, on a

Upr1 =Up+1+ 2k+1+0=k+1

uk—l

donc H_j41> est vraie

1
b) Montrer que : VkeN*, 0<up ;- up—1<—
k+1 k A

Pour tout n, on a up ] —up—1= et up=k+1

1 1

1
Ainsi0s —— < ———— =
-1 (k+1)-1 k

n-1
1
(c) En déduire que : Yn=2, 0<up-uj—(n-1< ). T
k=1

Récurrence ou Télescopage
1
>Vk=1,ona 1suk+1—uks1+%

> On somme l'encadrement de k=13 k=n-1

n-1 n-1 1
ainsiona Y 1 <up—u < (1+—)
k=1 =k
[
=(n-1) n-1 n-11
< 1+ -
=1 k= k
<( 1)+n—1 1
<(n- -
=1k

(d) Interlude :
1
i. Montrer que : Vx> -1, In(1+x) <x. En déduire Vk=2, % <In(k)-In(k-1)
Par concavité de In(1 + x), on sait que Vx> -1, In(1+x) <x

-1
> Pour tout k=2, on aIn(k)—In(k-1) = —ln(kT)

-1
=-In(1+0) avec O= - >-—1

-1 1
Or In(1+0) <0 donc —ln(1+D)>—D:—7 :%

n
1
ii. En déduire Vn=1, Hy= ), T <Iln(n) +1
k=1
Télescopage. On somme I'inégalité précédente de k=2 a k=n
n 1 n
Ainsi on a Z —< Z [In(k) —In(k —1)]
k=2 k=12
=In(n)-In(1)

n

1

On ajoute I'item k=1, ainsi Hp = ) P <In(n) +1
k=1

(e) En déduire que : Vn=3, n+1<up<uj+n+In(n-1). Enfin conclure que up  ~ 1

n-1

n—ll 1
> pour n=3,onsaitque 0<uy—u;—(n—1)< Z % et Hy—1 = Z %sln(n—l)+l
k=1 k=1

Donc on a bien Vn=3, n+l<up<uj+n+lnn-1)

. n+l u ur+n+Inn-1
> Enfinon a: <l ( )
n

n n

. Un N
Donc avec les gendarmes, on a bien — —— 1, CaD u,, ~ n
n n—oo n—o00

Page 6/13



MPSI DS 3. Lundi 16 Décembre 3 heures

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

Partie A. Convergence.

2
1. Etudier les fonctions f: x— xrx et h:x— f(x)—x.
1+2
> La fonction f est dérivable et V x, f'(x) = rex
D’ou le tableau
X ) -1 -1/ 0 1 +00
o - 0 +
+o00 v +00
\ ¥ 1 /
fx) 0 (')/
]
-1+2
> La fonction h est dérivable et Vx, h'(x) = il
D’ou le tableau
X —00 0 1/, 1 +00
K (x) - 0 +
+00 +00
A\ Y
h(x) \0\ /0/
_]/8

2. Justifier que la suite (1) ,en est bien définie et que VneN, u, =1.
On fait par récurrence H<y> :le nombre uy, se calcule et u, =1
Initialisation n=0

Comme ug =1, donc Hcg> est vraie

Hérédité. On suppose Hep>

> Comme f est définie sur R, donc u,+] se calcule
> De plus
Up=1 d'aprés Hep>
= f(up)= f(1), CaD up+1 21
f est croissante sur [1,+o0[ voir Q1 ':_1'

donc Heypy1> est vraie

3. Déterminer les limites possibles de la suite (uy)en

/.
n—oo
Comme u,41 = f(uy) et f est continue, on sait que

On suppose que uy,

2

t=f0)="C — r—oou =1

De plus VneN, uy=1donc ¢=1
Conclusion : La seule limite possible, c'est ¢ =1
4. Justifier que la suite (up)en diverge vers +oo.

On démontre facilement par récurrence que Heps : Up+1 = Uy, donc la suite est croissante.
On suppose que la suite (up) e €V vers £

Comme VneN, up=ug>1 ainsi £=u; >1

Or forcément ¢ =1 donc OUPS, CaD la suite ne converge pas dans R.

Conclusion : La suite (#5)en €St croissante et ne converge pas dans R
Donc la suite (uy)pen diverge vers +oo.
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Partie B. Etude d’une suite auxiliaire.

On considére la suite (a,) par : VReN, a, = Z—In( 2”).
Remarque Comme uy >1 donc le terme vy, est bien définie.

1
1. Montrer que : VneN, ap+1—ap = Wl

Un
Pour tout n, on a

S (“"“)——1 ()

[in(*5)-2m()]
2n+1 2
un+1

on+l 2

2n+ _n
2u 1 1

In ntl In 1+—)

2n+1 u% 2n+l Un

Ainsi P -1 | ! =
insi Pour tout n, onaanﬂ—an—ﬁn 1+u—n =

Conclusion : la suite (ay) est croissante.

In(2 L
2. Montrer que : VneN, ans1 san+2n%, puis que YneN*, ap <ap+In) Y —

Comme uy =1, on a
In(2)
on+l

1
ap+1—ap=——In{1+ —

on+l

< Wh’l(l‘l‘l) =
n
1
On en déduit par récurrence ou a la mode Géo que VneN*, a; <ag+In(2) Z v

3. En déduire que la suite (ay) est convergente vers une limite noté «

Pour tout neN, on a

n
an < ap +1n(2) Z

k=1
1 n+1

- ?

< ag+In(2) 1
< +1n(2) 0 1]

< ap+In

L _1/2 ]

Majorant

Conclusion : la suite (ay) est croissante, majorée donc elle converge

Partie C. Un équivalent de u,,

1
1. En utilisant QB1., montrer que : VneN, 0<ap+1 —ap < ————
2n+lun
> On sait déja que : VneN, 0<apy1—an
> De plus, on sait que Vx>0, In(1+ x) = x,

ainsi pour tout n, on a

1 ln(1+ 1)< LI 1>0
Apel—an = — —|s—— car—
n+l1 n on+l Uun on+l Un Uun
1 P
2. Montrer que : YpeN*, VneN, 0<apip—an < o szk

1

1
n(l+ —) En déduire la monotonie de la suite (ay).
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> Comme la suite est croissante, on déja que : VpEN*, VneN, 0<ap+p—an
> De plus, on a

an+p— an = (An+p — Ap+p-1) + (@n+p-1—aptp-2) +---+ (Ap+1 — an)

< 1 1 N 1 1 et 1 1
= on+p Un+p-1 on+p-1 Un+p-2 on+l Un
< 1 1 N 11 et 1 1
= on+p Un on Un on+l Un
< 1 1 1 1
N F A AT
p
Ly
Upn =1 2n+k
P 1
3. En déduire que : VneN, 0sa—-ap< ——.
ann
1
1 P 1 1-(lp)Pt 1
Ona) —= ) —= I =
ek Sk a1y pmeo 2
1 P
On regarde ce que devient I'encadrement 0 < ap+p—an < — Z —y quand p — oo
Un k=1 2
1

Ainsi0<a-ap < ——
2”Ltn

n
4. Pour tout entier naturel n, exprimer uy en fonction de ay. En déduire que : u, ~ 2092
n—oo

1 u
Comme ay = g_nln(TnJ on a

<
2%uy,
1 u 1
= 0<a-— ()<
2n 2 ) T ony,
u 1
= OsZ”a—ln(—n) < —
2 Up

= Osln(ezn“)—ln(%] < ui
n

1

= 0<In —") <
(262"“ Upn

1 Up
Comme uy +o0o0 donc € — —— 0 donc In| —=| ——0
n—oo Uy n—oo 202" | n—oo

Conclusion :

N n
.1, CaD uy ~ 2e%?
26‘2 @ n—oo n—oo
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Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

Partie A. Définition du nombre x,,.

2n_1

1. Calculer Pj, et vérifier que : Yx=0, P, (x)=

Pour tout x=0, on a

2n 2n
Pp=Y (DFxFl = Y of!
k=1

k=1
2n-1
=(-1) Z ml
p=0
_(_\2n
N LG
1-(-x)
1—x2" x2n_1
=(-1) =
1+x 1+x

2. En déduire le tableau variation sur 2 de de la fonction Pj (avec les limites aux bornes)
On sait (propriété des mondémes) que sur [0,+oo[, on a P10 x>1.
D’ou le tableau
3. Justifier VneN, Py, (1) <0 et montrer par récurrence que : YneN, P, (2)>0
Sur [0,1] la fonction Py est décroissante et P, (0) =0
Donc P,(1) <0

De plus on a

2n+2 (_1)k2k 22n+1 22n+2
P12 = = =P, - +
ne1(2) k; k n@= 1 a2
-1 2
=P, (2)+22n+1 .
2n+1 2n+2
b, (24227 -12n+2)+2@2n+1)
n Cn+1)2n+2)
2
-p, (2) + 227+1 _an
@Cn+1)@2n+2)
>P,2)+0

Ainsi par une récurrence facile VneN, P,(2)>0
4. Montrer que I'équation P, (X) =0 admet une unique solution dans ]1,2[.

Sur [1,2] la fonction Py, est continue et strictement croissante

Donc elle réalise une bijection de [1,2] sur | Py (1), Pn(2)

Comme 0€ [P, (1),Pr(2)

, I'équation P; (X) =0 admet une unique solution dans 11,2[.

Partie B. Convergence de la suite (x,,).

2n_q

X
1. Montrer que : Vx=0, Pn(x):f dt.
0

t+1

Comme P, est dérivable ou plutdt €', on a

n 21—

Xn
Py (xn) — Py (0):[ P, (1) dt:f dt
0 0

1+1¢

2. Montrer que : V=1, n(tz—l) <"1
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On le fait avec une étude de fonction,
Cependant (astuce). Pour t=1, on a

t2"—1=f(t2)—f(1)
= f(b) - f(a)

b
:f f'(u)du
a

2 t?
=f n.u! du;] n.1 duzn(tz—l)
1 — 1

=1

3. En déduire que : Vx =1, Pp(x) - Pu(l) > g(x—l)z

x p2n_1 1g2n_q
Pour tout neN™*, on a Pn(x)—Pn(l)=f dt—f dt
o t+1 o t+1

x p2n_1
[,
1 t+1

x g2n_q *n(?-1
Ainsif ! dt/f LGt Y
1 1

=

t+1 r+1
X

>nf (r-1dt
1

t-D2|" @-1?
=n
2 1 2
4. En utilisant QB1., montrer que : VrneN, —In(2) < P,(1) <0

Pour tout neN, on sait déja que P;(1) <0

1g2n g 1o-1
Pn(l):f dt?f —dt
o t+1 o t+1

—In|1+ ¢

De plus

1
=-1n(2)
0

=

5. En déduire une majoration de |x; — 1| et conclure.

n
Pour tout 1, on a 0< 2 Gon = D%2<-P,(1) <In@)

2In(2 [2In(2
Ainsi (x, - 1% < % et |xp—1|< nT()

Conclusion (théoréme de la distance) : La suite (x) converge vers 1.
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Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

(a) Montrer qu'il existe Ny tel que Si Ng<n< p alors |wp - wpl< 1/,
Ona:|wp—wul=(wp-0)—(wp-0|<|wp—L+|wy— ¢
J'applique la définition de u; mé avec € =1/4,
Ainsi il existe Ny tel que Ya = Ny, |wg—0l<1/y
Lorsque Np<n<p, on a pr—wnlslwp—£|+|wn—€|s1/4 +1/4 :1/2

(b) La suite (wy) (d'entier) converge Ssi La suite (wy) constante a partir d’'un certain rang.
le sens <= est évident car une suite constante est convergente.
On fait = . On suppose que la suite (wy) converge.

La question précédent assure (avec p=Ny) qu'il existe Ny tel que Vn= Ny,
on a: distance(wy, wy,) = lwnp — wy,| < 1/2 .
De plus wp, wpy, sont des entiers donc distance(wn, wn,) = |wn — wy,| est un entier positif.
Conclusion distance(wn, wn,) = lwn — wn,| =0, car 0 est le seul entier positif et < 1.

Ainsi Vn= Ny, un=up,, CaD le suite (wy) est constante égale a wy;,.

(a) Montrer que la suite (aj,) divergent vers +oo.
Ona:apt1—an= ((an)?-—an+1)—an=(an-1%=0
Donc la suite (ay) est croissante et donc Vn, up=ug=2 et anp+1—an = (an— D2=1.

On a maintenant ap=ap—1+1=---=2ag+n

Le théoreme de comparaison assure que ay oo.

n—oo
(b) Montrer que les suites (x;) et (y) sont strictement croissantes.
Comme V n, a, =2, la suite (x5) et (Uy) sont positives et croissantes.
Comme yy = x5, Uy, on en déduit que la suite y, est croissante.

(c) Ou I'on montre que les suites (Uy) et (V) sont adjacentes.

. . o 1
i. Calculer x,+1 et yu+1 en fonction de x, et y,.En déduire que : VneN*, V,, - Uy, = PR
ap+1—
On a xp+1=Xnan+1-
1 1 an+1¥Yn+x
De plus Uy+1 =Up + I + = n+lYn ¥ Xn donc yp+1=an+1Yn+Xn
ap+1 Xn  Qp+l Xnan+1

On a

VneN®, V,-U,=iml=¥n_Jn
Xn+1—Xn Xn
_ An+lYntXn—Yn JYn

An+1Xn —Xn Xn
_@pr1-Dyn+xn yn
- (an+1 -1 xp Xn
_(@n+v1-Dyn Xn _Yn
S (@pr1-Dxn (@p1-Dxn xp
I, L
- xpn  (@n+1-1)  xn
_ 1
ap+1-1
1 1 1

ii. En déduire que : VneN*, V.1 -V =
On a

+ - :
an+2—1 ap+1  aps1-1

VreN*, Vit1—Vi=Vas1 = Uns1) + (Uns1 = Un) + Un— Vi)
1 1 1
+

ap+2—1 apy1 ap+1-1

iii. Conclure que les suites (Uy) et (V) sont adjacentes.
Les suites sont adjacentes car
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> La suite (Uy) est croissante (facile car Vn=2>0).
> La suite (Vy) est décroissante car

1 1 1

Vi1 —Vn = -
an+2—1 ap+1  apt+1-1
(an)?—an+1-an 2
=...= <0 carVnm apn=ag=2 et ay,1 = (an)*—an+1
(@n+2 —(ap+1)@p+1-1)
. 1
> Enfin V;-U, = 0 car ay —— 0.

ap+1—1 n—oo
(d) On suppose que ¢ = P avec p,geN*
q
i. montrer que la suite (px;, —qyn) est décroissante, puis qu'elle est stationnaire a partir d'un certain rang.
La suite (x;) est croissante, positive et Uy <€ = P < Vy.
q

> Ainsi on a

(Pxn+1=q9yn+1) —(PXn—qyn) = p(Xn+1 —Xn) — 4(Yn+1 — Yn)
P _Yn+1—Vn

=q(Xp+1—Xn)
q  Xn+l1—Xn

_ p

=q(xXp+1—Xn) |——Vp| <0
q

la suite (pxp — qyn) est donc décroissante
> De plus
Yn
PXn—qyn=pxn il =pxn|—-Uy|=0
n

la suite (px, — g yn) est donc minorée par 0

la suite (px; — qyn) est une suite décroissante, minorée par 0
Donc elle converge.

> Enfin x5, yn ,p, q sont des entiers
Conclusion : la suite (px;, — g yn) est une suite d’entier, qui converge

Donc elle est stationnaire a partir d'un certain rang.

ii. En déduire que la suite (V};) est stationnaire a partir d'un certain rang
puis qu'il existe un rang Ny tel que : Vn= Ny, ap+1 = (an)z—an+1
La suite (px; —qyn) est stationnaire a partir d'un certain rang

Donc il existe Ny tel que

=0

(PxXn+1—qGYn+1) —(PXn—qyn) = q(xXp+1 — Xn) Z -Vn

Donc Vn= Ny, Vj, = P/q , CaD la suite (Vy) est stationnaire a partir du rang Ny
(an)2 —ap+1—-an+1

(ap+2 —D(ap+1)(a@p+1—-1)

Ainsi Vnz= Ny, 0=Vy41—-Vy =

= dp+1= (an)? —an+1
(e) Application. Soit p un entier avec p>2. Je pose a, = p* .
On a facilement que an4+1 — (an)2 —ap+1|>0

Donc la suite (Uy) converge (conclusion de Q2.b.iii)
et comme la suite n'est pas stationnaire, sa limite ¢ ¢ Q (contraposée de Q3.c.ii)
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