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1 Généralité(s)

1.1 C’est quoi un polynéme et c’est quoi X ?

Définition 1. Polynéme Vs Fonction polynémiale et X Vs x .
Polynome algébrique. On dit que P est un polynome a coefficients dans K

Ssi P est une liste d’éléments dans K qui est nul a partir d’'un certain rang.
Par exemple : P = (2,3,0,0,5,0,0,0,7,0,0,.....) la liste est nulle a partir du rang 9.
Le symbole X. Pour simplifier 'écriture de P, utilise le symbole X k qui indique la position (ala fagon dulogiciel
python) d'un élément dans la liste P. Ainsi on écrit
P=(,30,0,5,0,0,0,7,0,0,..)
=2X%+3X  +0X%+0X3 +5X* 4+ +7X8
=2+3X+5X*+7x8

Conclusion : Le symbole X n'est pas une variable , c’est un "indicateur de position".

On va admettre que le symbole X se manipule comme la variable x.

Fonction polynomiale.
SOit Le pOlynﬁIne P = 2 + 3X + 5X4 + 7X8 algébrique CaD la liste de ses coefficients, CaD (2,3,0,0,5,0,0,0,7,0,0,.....).
La fonction polynomiale associée , c’est la fonction P: x— P(x) =2+3x+ 5x*+7x8

A méditer.

> Soit une fonction polynoémiale sur Z c R, CaD une fonction de Z a valeur dans R.
Par exemple: Vx€ 2, P(x) =2+3x+5x* +7x8

Alors on peut appliquer/évaluer la fonction P avec D€ 2, P(0) =2 +30+50% + 7008

> Soit un polynéme algébrique, par exemple P(X) =2 +3 X +5X* +7 X8,

Alors on peut appliquer le polynéme P
>avec x € C oud e C on obtient P(x) ou P(O)
> et aussi avec la matrice carrée A on obtient P(A)
> Et méme avec une fonction f on obtient P(f)

Remarque : le fonction P(f), c’est P(f) =2id+3 f+5f* +7 8
etona: P(f):x— P(f)(x) = [2id +3 f+5f* + 7 f8] (x) =2x +3f () +5£°(x) + 78 ()
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1.2 Opérations : CL, Produit, Composée, Dérivée.

Définition 2. Opérations classiques
On consideére P et Q deux polyndomes.

Alors on peut facilement calculer

> Addition, Combinaison Linéaire, Produit.
a

> Composée. Soit P=P(X)= ) ay X*etQun polynome
k=0

def & =
PoQ=PQ Y Y aQ* =Y. a0 meco=g-amw
k=0 k=0

d a
Application : Grace a la composition des polynémes, ona P(X) = Po X if Z uka =P
k=0

n
> Polynéme Dérivé. Soit P = Z apX* un polynéme non nul.
k=0

> Le polynome dérivé de P, noté P, c'est :

a

a k ,def r n-1
Y arx*| =Y ap.(kX¥ =Y apa.(p+ DXP
k=0

P = 3
k=0 p=0

> Pour tout 1 € N, le n-ieme polynome dérivé de P, que I'on note P

On commence par P = pet PV = P’ Puis par récurrence, PV = [p9]/

Théoréme 3. Formulaire sur la dérivation.
Soit BQ, R, ... des polynémes, on a
> Constante:SiP=Aalors P'=[1]' =0
> Combinaison linéaire : [AP + uQ]’ = AP+ uQ'.
> Produit: [PQ] = P'.Q+ PQ’.

Généralisation: (PQ.R) =P'QR+PQ'R+ PQR’
(PQ.R.S) =

> Composée : [PoQ]' =Q".[P'o Q]

n
> Formule de Leibnitz. [PQ]"™ = ) (Z) (PP [Q) P
k=0

>deg(P) =deg(P)—1 et deg(P")=deg(P)-n

Ces formules sont valides sous réserve que deg soit = 0.

2/13

Démonstration : La démonstration de Leibniz se fait par récurrence suivant la méme démarche que la démonstration de la formule du binéme.

Démonstration : Soit P un polynéme non nul, on peut écrire P = ag X% +---
—
#0
OnaP =[agX%+.) =aaegX® 1 +..

Attention, ce n'est pas fini : 1l faut justifier que coef(Xa_l) n'est pas égale a 0.

Lorsque a = 1, C'est bon
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2 Degré.

Définition 4. Degré, Unitaire,....
Degré.
Lorsque Pestun polynéme # 0, le plus grand indice n tel que a;, # 0 est appelé degré de P et on le note deg(P)
Conclusion : Lorsque P est un polynéme non nul
Alors P aun degré et je note a = deg(P)
et on peut écrire P = aqg X% +---
—_
#0
Par convention : deg(0) = —oo.

Coef dominant, Unitaire. Lorsque deg(P) = n, alors
coef(X™), c’est le coefficient dominant du polynome P
et il est unitaire si coef (X") =1
Conclusion : Si P est un polynéme unitaire de degré n,
on peut écrire P=1X" +---

Notation :
Lensemble des polynomes a coefficients dans R est noté R[ X].
Lensemble des polynomes a coefficients dans R de degré < n est noté R, [ X].

Théoréme 5. Formulaire classique sur le degré.
Soit B, Q deux polynémes et A, u € R,
> Quand A # 0, on a deg(AP) = deg(P).

> deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q)

=max(deg(P),deg(Q)) Lorsque deg(P) # deg(Q)
>deg(AP +uQ) =
< max(deg(P),deg(Q)) Lorsque deg(P) = deg(Q)

>deg(P") =deg(P)-1 et deg(P™)=deg(P)-n

Ces formules sont valides sous réserve que deg soit = 0.

Démonstration : Soit P et Q deux polyndmes non nuls. Je note n = deg(P) et m = deg(Q)

On peut écrire P= ap X" +---etQ= by XM +---
—_ —

#0 #0
On a maintenant
AP =AapX"+--)=Aap X" +---
Comme Aay #0, on a deg(AP) = n =deg(P)

PQ  =(anX"+--).(bpXP +-) = anbpX"HP 4.
Comme ap.bp‘ #0, ona deg(PQ) = n+ p = deg(P) + deg(Q)
Pour (AP + pQ), il y a une discussion selon que n < p, ou n> p ouque n = p.

Sin<p =ubpXP+--

Comme ubp #0, ona deg(AP + Q) = p
AP+puQ=Alan X"+ )+ pbpXP +--)3 Sin=p =Aan+pbp)X"+--

Sin>p =AlapX"+---

Comme Aay #0, ona deg(AP+uQ) =n

Lorsque p = n, CaD deg(P) = deg(Q), il est possible que le coefficient (Aay, + puby) de X" soit nul,
on a alors une inégalité stricte, CaD deg(AP + 1Q) < max(deg(P),deg(Q)) =n
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3 FEgalité.

3.1

3.2

Equation polynémiale.
Théoréeme 6. Résoudre/Trouver
Pour résoudre/trouver une solution polyndmiale, il faut dans cet ordre,

> Déterminer le degré de P

> puis les coefficients de P .

Egalité de deux polynémes.

Théoréme 7. Egalité : degré et coefficients.
n m
On considere P = Z aka etQ= Z kak deux polynomes.
k=0 k=0
Deux polynémes sont égaux
Ssiils ont les mémes coefficients (et donc aussi le méme degré.)

deg(P) = deg(Q)
CaD P=Q <
Vke{0,1,...deg}, ar= by

Démonstration : La premiere propriété est une conséquence de la construction précise des polynémes, mais cette construction on ne I'a pas
faite.

Théoréme 8.
> Les polynomes pairs et impair.
Soit P € R[X] un polyndme
On dit que le polyn6éme est pair Ssi P(—X) = P(X)
P est un polynéme pair <= Il n'y a que des monoémes pairs

> Lien Coefficient-Racines.

Soit P un polynéme de degré n.
Onpeut écrireque P= a, X" +--+ ;X +adyg = a,(X—r1)- (X—1y),
L 1 L 1

Forme développée Forme factorisée

on a alors

coefde( X™)= ay = e,

| M— —
développé factorisée

coefde X" V= apn1 = .

— —
développé factorisée

coefde X =  ay = .

| I—|

développé factorisée

Démonstration : On fait = et = .
<=_?0n suppose que le polynome P n’a que des mondmes pairs

On va montrer que : P(—X) = —=P(X)

n
Comme le polyndme P n’a que des monomes pairs, on peut écrire P = Z uszZk, ainsi P(—X) = ... a finir
k=0
W:\N?\On suppose que P(-X) = —P(X)

n
Comme P est un polynéme, on peut écrire, P = Z aka
k=0

’ On va montrer que : Lorsque k est impair alors a; =0
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n n
PX)=PX) = Y ar(-X)*=Y ax*
k=0 k=0

n n
= Y aqp-DFxF= Y g xF
k=0 k=0
AinsionaVkeN, ak(fl)k = ag

Donc lorsque k est impair, on a ag = —ay = a; = 0. Conclusion : Iln'y a que des mon6mes pairs. Fini.

4 Formule de Taylor.

Théoréme 9. Formule de Taylor.
Soit P=a, X"+ +ap X +---+ a1 X + ap un polyndéme de degré < n.

PR (0)

AlorsonaV ke {0,1,...,n}, ai = T

Ainsi on peut écrire

X? xk X"
P(X)=P(0)+P'(0)X + P”(O)? +...4pP® O+ pm 0 —

n? nk n"
Généralisation : P(a+ h) = P(a) + P (@h+ P" (@) TR PR (q) T P (q) —

Démonstration : On ferala démonstration en classe.
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5 Exercices.
——— Opérations sur les polynémes ———

Exercice 1. [Correction] Simplifier les expressions polynémiales suivantes.
L (X*-X-1.(-2X*+X-2 et 1-X)°*-1+X)°
2. Soit P=—-X?+2X+1. Calculer PoP — P puis déterminer a,b tel que
[PoPl(X)-P=(-X*+X+1)(X*+aX +Db)

3. Déterminer P =Re[(X +1)"]
4. Soit neN*. Déterminer un polynéme P tel que : VO € R, P(cos(0)) = cos(nf)

Exercice 2. [Correction] On considére la fonction ¢ de R[X] a valeurs dans R[X] définie par
¢P)=P(X+1)-P(X)

1. Calculer : ¢ W) puis [(pO(p](w _

2. Soit ne€N. On considére les polyndmes H,, dit de Hilbert le polyndme définis par

VneN, H,-= X-DX-2)....X—-n)

n!
> Calculer (P(Hn) (on trouve un résultat de la forme A1H;_1).

> En déduire [¢po¢p] (Hy) et méme [popogp] (Hy)

Exercice 3. [Correction]
1. Soit Le polyndme P = X?+ X —1.
Calculer P(X).P(—X). Trouver un polynéme Q tel que Q(XZ) =P(X).P(-X)

n
2. Soit Le polynébme P = H (X +k).
k=1
Calculer P(X).P(-X). Trouver un polyndme Q tel que Q(X?) = P(X).P(-X)
Exercice 4. Soit ne€N. On considére les polynémes
Pp=X(X-m"!

1. Calculer P;, puis P, (X+1) = P, 0 (X +1).

2. Calculer P,_; et comparer avec P;Z(X+ 1).



Chapitre 18 : Les polyndmes. Def et degré 7113

Degré
Exercice 5. [Correction] Déterminer le degré et le coef dominant de P = (1 -X)¥-1+X)3 de Q=Q - -a+x)t

Exercice 6. [Correction] Soit n€N. On considére le polyndme P = (X* - 1)"
Calculer le degré et le coefficient dominant de P,

Exercice 7. [Correction] On considére la suite de polyndme définie par

Py=1, Pi=X et YneN, Ppis(X)=2X Pyi1(X) — Pp(X)

Calculer Py, P3. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.

Exercice 8. [Correction] Soit n€N. Soit T un polyndme non nul vérifiant (1-x?)y"—xy' +n’>y=0
Déterminer deg(T)

Exercice 9. [Correction] Soit neN*. On considére le polynéme P, le n-ieme polyndme de Chebychev définie par
" (n
i=o\k

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant du plateau n°k puis calculer le degré de P.

2. Calculer ay, le coefficient dominant de P.

Exercice 10. [Correction] Soit n€N. On considere le polyndme P = (X +1)*" = (X + 1)".(X + 1)".

1. Calculer le coefficient de X" dans P : D'une part et d'autre part

2
2n L)
2. En dédui : =
n déduire que (n) Z(k)

Résoudre-Trouver

Exercice 11. [Correction] Une équation polynomiale simple.
On va déterminer les polyndmes non nul P vérifiant (Ph? =4pP,
CaD on va résoudre dans R[X] I'équation (P)% =4pP.
Comme P est un polyndme non nul, P a un degré. je note n =deg(P).
1. Déterminer la valeur de n.

2. Déterminer P.

Exercice 12. [Correction] Une équation polynomiale moins simple.

On va déterminer les polyndmes non nul P vérifiant (X>+1)P" —6P =0,
CaD on va résoudre dans R[X] I'équation (X?+1)P" —6P =0.

Comme P est un polyndme non nul, P a un degré. je note a = deg(P).

1. Déterminer la valeur de «a.

2. Déterminer P.

Exercice 13. [Correction] Résoudre les équations suivantes.
1. Q2 = X P?, ici les inconnues sont B QeR[X].
2. P(X*)=(X*+1)P, ici l'inconnue est P € R[X].
3. PoP =P, ici l'inconnue est P e R[X].
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Correction.
Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Facile
2. Ona
2 2 2
PoP:—[—X +2X+1] +2[—X +2X+1]+1
=—[X4—4X3+2X2+4X+1]+[—2X2+4X+2]+1
=-x*+ax3-4x’+2
PoP-P=-X*+4X3-3X%2-2X+1
= (X2 +X+D(X2+aX+1)
=(-X2+ X+ 1D(X2-3X+1)
3.

Re[(X+D)"] =Re

i (”)Xn—k & ]
L
k=o\k Discution

_ i (”)Xn—kl-k
k=0etkpair k
n
¥ (n
p=0 2p
n/z

- n\ _yypxn—2p
Yy (Zp)( DPX

p=0

)Xn—Zpin

4. Soit neN*. Déterminer un polynéme P tel que : V0 € R, P(cos(d)) = cos(nf)

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. On trouve ¢ W):...:(X+l)z.
puis
XX+D)2X+1) XX+D)@2X+1)
oan SR o)
=¢((X+1)2)
=(X+2?-(X+1)?
2. Ona
X)X-1..(X+1- X-1)(X-2)..(X~-
<P(Hn)=( ) ( )n'( +1-m) | ) ( n') (X-n)
XX -D..X-(n-1) X-DX-2)...(X-n)
- n! - n!
X-1D(X-2)..(X-(n-1
_ ) ( )n' (X-(n-1) (X (X —1)]
_(X-DX=-2)...(X-(n-1)
- =Hp
(n—=1!

On a maintenant

[podl(Hp) = (p(Hp)) = (Hp—1) = Hp—2

[popodl(Hy) = ¢ (¢ (Pp(Hn))) = ¢ (dp(Hp-1)) = ¢ (Hy—2) = Hp—3
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Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Ona
P(X).P(-X)=(X*+X-1)(@%+0-1)
=(X2+X-DX2-X-1)=x*-3x%2+1

On veut trouver un polynéme Q tel que : P(X).P(-X)=Q(0O) avec O = X2

Comme P(X).P(-X)=X*-3X2+1=0%-30+1 avec O=X?
donc le polynéme Q(X) = X%2-3X+1 convient.

On veut trouver un polynéme Q tel que : P(X).P(-X)=Q(0O) avec O = X2,

n n
PX).P-X)=[]X+k) []-X+k
k=1 k=1

n
=[]X+bEX+k)
k=1

n
~X2+k%) =[] (~O+k» avec O=X?
1 k=1

Il
=

-~
Il

n n n
_ 2y _ (XY k) = (1) _ 12 :
X+k)=]] ~-X-k% =(=D" ][ (X-k°) convient.

donc le polynéme Q(X) =
k=1

k=1 k=1

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
Déterminer le degré et le coef dominant de P=(1-X)%—(1+X)3
Le polynéme P est de la forme P=(1— X)3 -1+ X)3 = [deg=3] - [deg=3]
Donc le formulaire ne permet pas de calculer le degré d’'un polynéme

P=(1-X°-1+X3=[1-3X+3X%- X3 -[1+3X+3X%+ X%
=-2Xx3+...

Donc P est de degré 3.
Déterminer le degré et le coef dominant de Q =(1 -X)4-a+ x4

le formulaire ne permet pas de calculer le degré d'un polynéme
Q=01-X*-1+X*=1-4X+6X2-4X3+ XY - [1 +4X +6X% +4X3 + X4
=ox*-8x3+-.

Donc Q est de degré 3.

Solution de I'exercice 6 (Enoncé)
> Avec le formulaire, on a deg(P) =2n ainsi deg(P(")) =n.
> Pour le coef dominant il faut normaliser
P=(X>-D"=X>"+-- . P =2n) X" 4.
~P"=2m@en-X"2 4.
~P"=2m@n-1)2n-2)X>"3 4.

~ P =2nEn-1) - (n+ DX+

2n)!
Le coef dominant de P est 2m)2n—1)---(n+1) = %
n:
Py(X)=2X?>-1, P3=4X3+--- et méme Py =8X> +---

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) On trouve :



Chapitre 18 : Les polyndmes. Def et degré 10/ 13

On va montrer par récurrence a 2 étages
Heps :Le poly Py, est de degré n et son coef dominant est = 3 2”71, caD P, =2""1Xx"+...
Initialisation. Pour n=1 et n=2 Evident

Hérédité. On suppose Hep> et Hepg1>

On va montrer que : Le poly Pj 42 est de degré n+2 et son coef dominant est = a 2+l

On a
Ppi2(X) = .ZXP”“(X)._ Pr(X)
deg=(n+2)  deg=n L _ p . estde degré n+2
n<(n+2)
De plus

Ppi2(X)=2XPpy1(X) = Pp(X)

=2X[2" X" p 2 X 4
:2n+1 Xn+2 P

Donc le coef dominant de P, est bien égale a 2n+l

Solution de I'exercice 8 (Enoncé) Comme T est un polynéme #0,
on sait que deg(T) = a €N et on peut écrire TzlLXa 4.

#0
I"équation devient

A-X3T"'-XT +n?T=0

Il
o

— (1-X? [aa(a—l)Xa_2+~~]—X[aocX“_1+~~~]+n2 [aX® -+
= X”[—aa(a—l)—aa+n2a]+--~:0
— X"a(-a?+a-a+n?)+---=0
— X"a(-a®+n®)+--=0
= X"an-a)(n+a)+---=0
Un polyndme est nul Ssi ses coef sont nul donc on doit avoir

am-a)n+a)=0<—= a=0oua=noua=-1

Ora#0et aeN,

Conclusion : Si T est une solution polynémiale non nulle de I'équation différentielle (1—x2)y"—xy/+n2y:0
alors forcément deg(T) =n

Complément culturel : 1l existe une solution polynémiale non nulle de degré n, c'est Ty, le n-ieme polyndme de Chebychev.

Solution de I'exercice 9 (Enoncé)

n
1. On a: plateau n°k :( )(—1)’C X2k (1- x2)k est de degré n.
k —_
deg=n-2k deg=2k
De plus

n

plateau n°k = |(-D¥x""2kq - x2)k

)

™ _yeyn—2k[,_q\ky2k .
—k)(l)X [(1)X+]
n

= (k (~n2kxn ...
n

_ ) e
k

. . n
Conclusion : le coef dominant du plateau n°k est (k)
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2. Ona

L (n k yn—2k 2k _ & [1)
Pp=) k(—l) X 1-X9) =I§0 kX 4o

plateau n°k
£
k=o\k

n n
. A . . n
Conclusion : le polynéme P;, est de degré n et son coef dominant est Z ( ): Z

=Xx" R

n
ok =1+ =2
k=0 k=0 k

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)
1. Calcul du coefficient de X" dans P :

D une part

A 2n 2n k
A I'aide du bindme, on a (X +1)%" = y . x*,
k=0

. 2n
Ainsi le coefficient de X" dans P est égale a ( )
n

D autre part
Ona X+ =X+ (X+1)"

Ainsi (X+1)%" = (X +1)"(X+ 1"

" (n " (n

£ e [ [

i=o\k =o\k

e e W 1 R R W

0 1 n 0 1 n

ol
+ +

0)in 1/{n—-1

Ainsi le coefficient de X" dans P est égale a

G At
- £l

Or a cause de la symétrie, on a .
n-k k

:...+Xn+l EE

2. On a donc

Solution de I'exercice 11 (Enoncé)

1. On va faire 2 deux méthodes.
Comme P #0, P a un degré que je note a.
On a (P")? = 4P, ainsi
deg(Gauche) =deg(Droite)

CiaiD2(a-1)=a < a=2

Sans le formulaire.
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Comme P #0, P a un degré que je note a et on a P:&Xa+---
#0
On a (P')2 =4P, ainsi

2
(aa X“‘1+--~) =aX%+--.

= dPa? X242 a X%
- (e
#0 #0

= 2a-2=a

Donc a =2

2. Siil y a des solutions polynémiales P alors elles sont de degré 2.
On cherche les solutions P de la forme P = aX?+bX +¢

Solution de I'exercice 12 (Enoncé)

1. Ona (X?+1)P" - 6P =0 donc le formulaire ne conclut pas.
_ —_
deg=a deg=a
On doit faire sans le formulaire.
Comme P #0, P a un degré que je note a et on a P=£|Xa+---
#0
On a (X2 +1)P"-6P =0, ainsi
X+ 1) (aa(@-DX* 2 +-) =6(aX? +---) =0
— X%aa(a-1)—6a]l+---=0
— X%a@®-a-6)+---=0
= a(@®>-a-6)=0
Comme a #0, on a donc forcément a®>—a—6=0
Avec le discriminant A, on trouve a =3 ou @ =-2
Conclusion : Comme deg(P)=a €N, ona a=3 Yes!!!
2. Déterminer P.
Solution de I'exercice 13 (Enoncé)
1. Si P et Q sont des solutions non nul de Q> = X P?, on a

deg(Gauche) est pair et deg(Droite) est impair!!!!
OUPS donc il n'y a pas de solution avec P et Q non nul.

Il'y a deux situations particuliéres a examiner situation Lorsque P =0 et situation Lorsque Q =0.

2. Si P est une solutions non nul de I'équation P(X*)=(X?*+1)P, on a
deg(P(Xz)) = deg((X2 +1)P) < 2deg(P) =deg(P)+2 < deg(P)=2

Si I'équation admet des solutions P # 0, elles sont forcément de dégré 2.
On cherche maintenant les solutions de degré 2, CaD de la forme P=aX®+bX +c._
A faire.
3. Si P est une solutions non nul de I'équation PoP=P, on a
deg(PoP) =deg(P) < deg(P)2 =deg(P) < deg(P)=00ul
PoP=P < alaX+bl+b=aX+b

— a*X+ab+b=aX+b

{ a’=a
—

ab+b=>b
— a?-a=0
ab=0

a=0oua=1
—
ab=0
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Situation a =1

On a alors forcément b=0 Donc P=1X+0= X est une solution.
Situation 2= 0

On a plus de condition sur b Donc P=0X+ b= b est une solution.

Conclusion : Les solutions de I'équation Po P = P sont
le polynéme X et les polyndmes constants
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