Programme de colle de la semaine 13
du Lundi 13 Janvier au Vendredi 17 Janvier.

Récitation (obligatoire).

Citer les 10 verbes qui permettent de faire les maths

Réponse:
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Questions de cours.

On fait le début des polynémes, CaD def, degré, équation polynomiale (et Taylor) donc peu de cours
J'’en profite pour faire des rappel (c'est tiré du dernier DS5 de rentrée)

Exercice 1. [Correction] On considére un réel a€]0, 7.

n
On considere le produit (p,) défini par : YneN*, p, = H coszik
k=1

.. * . a
On considére la suite (g,) définie par YneN*, g, = Pn-sin 5.
1
1. Montrer que : VreN*, g, = >8n

2. En déduire la valeur de p,,.

3. Déterminer un équivalent de p, et dire si le produit (p,) converge.

Exercice 2. [Correction] Soient le produit (p;) et la suite (S,) définis pour tout ne€N* par p, = H Vi et Sp= Z nT
k=1 k=1

= .. Inx
1. Etudier les variations sur [3,+o0o[ de la fonction f définie par Vx=3, f(x)= —
X

k+11 Ink
2. En déduire que : Yk =3, f %dxsn—.
k

3. En déduire une minoration de S;, puis que la suite (S;) diverge vers +co

4. Exprimer le nombre p, en fonction du nombre S;,,. En déduire la limite de la suite (py).

Exercice 3. [Correction]

n
1. On considére un réel a>0 et que a#1 et le produit (p,) défini par Y neN*, p, = H (1+a2k).

2n+1 k=1

1

Mont :VneN*, pp=——
ontrer que n Pn -
. ) 1 (1

2. On suppose que f est dérivable et Vx>0, f'(x)=—=f|—
x

2
f(

bY 1
Montrer que la fonction g: x+— 7) + \/Ef(—) est constante sur ]0, +ool.
X X

Exercices.

Des calculs sur les polyndmes, recherche de degré, dérivée n-ieme avec des poly, équations polynomiales



Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On considére un réel a€]0,x|.

n
- a
On considere le produit (p,) défini par : VreN*, p, =[] cosz—k
k=1

- . a
On considére la suite (g,) définie par VneN*, g, = pn-sin 5.

1
1. Montrer que : VneN*, gy = >8n

a
* .
Pour tout neN™, on a gn+1 :pn+1.smﬁ

a). a
=Pn COSﬁ smﬁ
Or on sait que cosasinf= % [sin(a+ B) - sin(a - B)]
a 1

.a . 1 . a
- [sm— —smO] = —sin —
2n 2

.. a .
Ainsion a cos——sin—— =
on+1 on+l 2

271
1 sin a 1
=—pp.sin— ==
5P on = 58
2. En déduire la valeur de py,.
1 1 n-1
Pour tout n€,N*, on a maintenant g, = Egn = (E) g1
(1)”‘1 a . a
== cos —sin —
2 2 2
1 n
:(—) sina
2
. sina
Conclusion : YneN*, py= —Fr
2" sin 57
3. Déterminer un équivalent de p;, et dire si le produit (p,) converge.
On a
_ sina _ sina _ sina
Pn= 2" sin o - 2" sin 4 n—oo onla 4, 1
2n on
sina sin(a) sin(a)

[1+o(M)] ~
a n—o0

T 2n & 1+ o(1)] n—oo a

sin(a)

Ainsi le produit (py) converge vers



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. On étudie la fonction f. Conclusion : La fonction f définie est décroissante sur [3,+oo[

2. On suppose que k=3
1
> Pour € [k,k+1], on a nx = f(x) < f (k) car la fonction f est décroissante sur [k, k+1], ici k>3
X
Ink
s [ES—
k
> On intégre l'inégalité sur [k, k+1]
k+1 ] k+1In k
Ainsi f desf n—dt = base x hauteur
X k —Ink
Tk

3. On somme l'inégalité précédente de k=3 a k=n

n n k+1
Ainsi Z M = f Mdl‘
=k i=3lk k
n+1 Ink
= —_
[k,
1 2 n+l
= | -1n“ (k)
2 3

—

2—ln2(n+1)—%ln2(3)

\S]

1
= Konstante + 2 In? (n+1)

" Ink In(2 1
Ainsi Sn:Zn—z 0 +£+K+—ln2(n+l) — +00, on a bien Sj,
=1 k kI;Il 2 2 n—-+oo

+00.
n—o00

k=2

n n n n
4. Pour neN*, ona py=1]] Vi= I1 (R F = I1 eklnkzexp(z klnk):esn
k=1 k=1 k=1 k=1

Sn

Ainsi p, =e +00.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1 a2n+1

1. On fait par récurrence Heps @ pp = T2
—-a

Initialisation avec n=1
2
1-a® 1-a* 1-a?)(1+ d?
Onafacilementp1:1+a2et > 2:( )(2 ):1+a
1-ac 1-a l-a

2

Donc H.js est vraie

Hérédité : On suppose He<p>

On veut montrer H(n+1), CaD

B _a2n+2
Pn+1 = 1—a2
n+l1 © 1
Ona ppy1= H(1+a2 ) =pnx(1+a2n+)
k=1
n+1
1—a2+ on+l
:—l—az (1+a )
12 _ (a2n+1)2 1- a2n+2
Y Fini
2. Ona
A Rai|
Vx>0, fl(x) = — | =+ Vxf|—
Fe dx | vx \/_fx

1
:f/(x)ﬁ—f(x)m 1

e e
~ro -tz el 5 ww )

o) / __l (l)
ronaVx>0, f(x) 2f T

, 1 (1)

vO>0, f([])————zf —

et donc f’(i) = —%f(x)

=0 Il suffit de remplacer et simplifier



