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Exercice 1. [Correction] On sait qu’il existe un polynôme Tn = Tn (X), dit de Chebychev, tel que

Tn (cos θ) = cos (nθ)

1. Calculer T0 = T0 (X) et T1 = T1 (X) .
2. Simplifier cos (θ) . cos (nθ), en déduire que Tn+1 (X) = 2X Tn (X)− Tn−1 (X)
3. Calculer T2 et T3.

Montrer que le polynôme Tn = Tn (X) est de degré n et calculer son coefficient dominant.
4. Montrer que Tn (−X) = (−1)n

Tn (X)

Exercice 2. [Correction] On considère la fonction φ de R [X] à valeurs dans R [X] définie par

∀P ∈ R[X], φ (P ) =
(
X2 − 1

)
P ′′(X) + 2XP ′(X)− 6P (X)

On considère H = {P ∈ R[X], φ (P ) = O}

1. Montrer que H est un Ssev
2. Soit P un polynôme non nul.

Montrer que Si deg (P ) 6= 2 alors deg φ (P ) = deg (P ) .
Si deg (P ) = 2 alors deg φ (P ) <

Strict
deg (P ) .

3. Montrer que P ∈ H =⇒ deg(P ) = 2.
Réciproquent. Déterminer les polynômes de degré 2 qui sont dans H

4. Déterminer une famille géné de H.

Exercice 3. [Correction] Par abus de langage, dans tout le problème on confond polynôme et fonction polynôme.
On appelle f la fonction de [0,+∞ [ dans R définie par :

f(0) = 0 et ∀x ∈]0,+∞[, f(x) = e−
1/x

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
1. Montrer que f est de classe C∞ sur l’intervalle ]0,+∞[ et qu’il existe un polynôme Pn tel que :

∀x ∈]0,+∞[, f (n)(x) = Pn(x)
x2n

e−
1
x

et montrer que : Pn+1(X) = (1− 2nX)Pn(X) + x2P ′n(X)
2. Donner la valeur de Pn(0).
3. Calculer P0, P1, P2. Déterminer le degré de Pn∗

4. Vérifier que f est solution, sur l’intervalle [0,+∞[, de l’équation différentielle : x2y′ − y = 0
5. En utilisant la formule de Leibnitz, montrer que : ∀x, Pn+1(x) + (2nx− 1)Pn(x) + n(n− 1)x2Pn−1(x) = 0
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Page 2 (difficile)

Exercice 4. [Correction] Soient n, d ∈ N∗.

On note Un =
{
wk = eik2π/n , k ∈ {0, 1, .., n− 1}

}
et U = {z ∈ C tq |z| = 1}.

Le but de ce problème est d’étudier les coefficients d’un polynôme complexe P (X) =
d∑

j=0
ajX

j de degré d (donc ad 6= 0)
à partir des valeurs qu’il prend sur Un.

On admet que M(P ) = sup
{
|P (z)|, z ∈ U

}
existe

Partie 1 : Majoration des coefficients
1. Pour q ∈ Z, montrer que

1
n

∑
w∈Un

wq def= 1
n

n−1∑
k=0

wq
k =

 1 si n divise q

0 sinon

2. En déduire que pour k ∈ {0, 1, .., d},

1
n

∑
w∈Un

P (w)w−k =
∑

j∈{0,1,..,d}
et j≡k mod [n]

aj

Application : On suppose ici que : P est un polynôme de degré 2d et que n = 2d et que k = 0

Calculer 1
n

∑
w∈Un

P (w)w−k.

3. On suppose que n > d. On fixe k ∈ {0, 1, .., d}.

(a) Établir l’égalité : 1
n

∑
w∈Un

P (w)w−k = ak.

(b) En déduire l’inégalité : |ak| 6 max
{
|P (w)|, w ∈ Un

}
.

4. Montrer que : ∀k ∈ {0, 1, .., d}, |ak| 6M(P )

Partie 2 : Une majoration plus forte
On montre ici une majoration plus forte que celle de la première partie

d∑
k=0
|ak|2 6 [M(P )]2

Soient P =
d∑

j=0
ajX

j le polynôme conjugué de P et Q(X) = XdP (X)P
(

1
X

)
.

1. Montrer que Q est un polynôme et que le coefficient devant Xd vaut
d∑

k=0
|ak|2.

2. Montrer que pour tout z ∈ U, |Q(z)| = |P (z)|2.
3. En déduire que M(Q) 6M(P )2 puis montrer l’inégalité.



Partie 3 : Minoration de sup
{
|P (t)|, t ∈ [−1, 1]

}
pour P unitaire de degré d

On note Nd l’ensemble des polynômes complexes unitaires de degré d,
c’est à dire dont le coefficient dominant ad = 1.

On admet que : N(P ) = sup
{
|P (t)|, t ∈ [−1, 1]

}
existe.

1. Les polynômes de Chebychev sont définis par récurrence par :

T0(X) = 1, T1(X) = X et ∀d ∈ N, Td+2(X) = 2XTd+1(X)− Td(X)

(a) Justifier que : Pour d > 1, on a : Sd(X) = 1
2d−1Td(X) ∈ Nd.

(b) Montrer que : Pour d ∈ N et t ∈ R, Td(cos(t)) = cos(dt).

En déduire que : N (Sd) = 1
2d−1 .

2. Soit P un polynôme appartenant à Nd.

(a) Établir l’inégalité 1 6M(P ).

(b) On considère R(X) = XdP

(
1
2

(
X + 1

X

))
.

Montrer que R est un polynôme dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
(c) Montrer que M(R) = N(P ).

(d) Calculer
∑

w∈U2d

R(w) (Utiliser l’application de Q1.2) et conclure que N(P ) > 1
2d−1 .

Conclusion : Si/Lorsque/Pour-tout polynôme P unitaires de degré d,

on a N(P ) > 1
2d−1 .



Solution de l’exercice 1 (Énoncé) On sait qu’il existe un polynôme Tn = Tn (X), dit de Chebychev, tel que

Tn (cos θ) = cos (nθ)

1. Calculer T0 = T0 (X) et T1 = T1 (X) .
2. On a facilement cos (θ) . cos (nθ) = CC

= 1
2 ( [CC − SS] + [CC + SS])

= 1
2 (cos (n+ 1) θ + cos (n− 1) θ)

Ainsi

cos (n+ 1) θ = 2 cos (θ) . cos (nθ)− cos (n− 1) θ
=⇒ Tn+1 (�) = 2�Tn (�)− Tn−1 (�)

On a donc bien la relation demandée.

On dispose maintenant d’une relation de récurrence Donc on va récurer

3. On fait par récurrence (à 2 étages)
H 〈n〉 :

∣∣ Tn (X) = 2n−1Xn + ....

4. On fait par récurrence (à 2 étages)
H 〈n〉 : | Tn (−X) = (−1)n Tn (X)

Solution de l’exercice 2 (Énoncé)
1. Montrer que H est un Ssev À faire niveau 0.

2. Comme P 6= O, on peut écrire P = a
6=0

Xα + · · · . Ainsi on a

φ(P ) =
(
X2 − 1

)
P ′′(X) + 2XP ′(X)− 6P (X)

=
(
X2 − 1

) [
aα(α− 1)Xα−2 · · ·

]
+ 2X

[
aαXα−1 · · ·

]
− 6 [aXα · · · ]

= Xα [aα(α− 1) + 2aα− 6a] + · · ·

= Xαa
[
α2 + α− 6

]
+ · · ·

= Xαa(α− 2)(α+ 3) + · · ·

Conclusion Si α 6= 2 alors a(α− 2)(α+ 3) 6= 0 donc deg(φ(P )) = α = deg(P ).
Si α = 2 alors a(α− 2)(α+ 3) = 0 donc deg(φ(P )) < α = deg(P ).

3. On suppose que φ (P ) = O donc deg(φ(P )) = −∞ < deg(P )
donc forcément deg(P ) = 2

On suppose que P (X) = aX2 + bX + c ∈ H. Ainsi

φ(P ) = O

⇐⇒
(
X2 − 1

)
P ′′(X) + 2XP ′(X)− 6P (X) = O

⇐⇒
(
X2 − 1

)
[2a] + 2X [2aX + b]− 6

[
aX2 + bX + c

]
= O

⇐⇒ X2 [2a+ 4a− 6a] +X [2b− 6b] + [−a− 6c] = O

Donc b = 0 et a = −6c. Conclusion : P ∈ H ⇐⇒ P = 6cX2 − cX0

4. Déterminer une famille géné de H. On a

P ∈ H ⇐⇒ P = 6cX2 − cX0

⇐⇒ P = c
(
6X2 − 1

)
Donc H = vect

(
6X2 − 1

)



Solution de l’exercice 3 (Énoncé)
1. La fonction f est C∞ car composée de fonction C∞.

On démontre par récurrence

H 〈n〉 :

∣∣∣∣∣∣∣
Il existe un polynôme Pn

tel que ∀x > 0, f (n) (x) = Pn (x)
x2n e−

1
x

À l’initialisation on choisit : P0(X) = 1
et à la fin de l’hérédité, on choisit Pn+1 (X) = (1− 2nX)Pn (X) +X2P ′ (X) qui convient.
De plus Comme Pn est un polynôme, on a bien Pn+1 est un polynôme.

2. Pour tout n. On applique la relation de récurrence en x = 0, ainsi

Pn+1 (0) = (1− 2n0)Pn (0) + 02P ′ (0)

Donc ∀ n ∈ N, Pn+1(0) = Pn(0)

Conclusion : La suite (Pn(0)) est constante égale à P0(0) = 1

3. On a que : P0 = 1, P1 = 1 et P2 = 1− 2X
On fait par récurrence

H<n> : deg(Pn) = n− 1, CàD Pn = a
6=0

Xn−1 + · · ·

4. On a : ∀x > 0, f ′(x) = 1
x2 e

− 1
x d’où le résultat.

5. On dérive n fois l’équation différentielle,... Fini.



Solution de l’exercice 4 (Énoncé)
Partie 1 : Majoration des coefficients

1. Pour q ∈ Z, on a

1
n

∑
w∈Un

wq
def= 1

n

n−1∑
k=0

wqk = 1
n

n−1∑
k=0

wkq1

= 1
n

n−1∑
k=0

(wq1)k

= 1
n

n−1∑
k=0

�k avec � = wq1

On applique la formule des sommes géométrique Ssi � 6= 1
> � = 1 ⇐⇒ wq1 = 1 ⇐⇒ n divise q

on a alors 1
n

n−1∑
k=0

�k = 1
n

n−1∑
k=0

1 = 1
n
× n = 1

> Sinon � 6= 1 ⇐⇒ wq1 6= 1 ⇐⇒ n ne divise pas q

on a alors 1
n

n−1∑
k=0

�k = 1−�n

1−� = 1− 1
1−� = 0

2. Pour k ∈ {0, 1, .., d}, on a

1
n

∑
w∈Un

P (w)w−k = 1
n

n−1∑
p=0

P (wp)w−kp

= 1
n

n−1∑
p=0

d∑
j=0

ajw
j
pw
−k
p

= 1
n

d∑
j=0

(
n−1∑
p=0

wj−kp

)
=n Si p−k≡0[n] et 0 sinon

aj

= 1
n

∑
j ∈ {0, 1, .., d}
et j ≡ k mod [n]

( n ) aj =
∑

j ∈ {0, 1, .., d}
et j ≡ k mod [n]

aj

Application : On a
∑
w∈U2d

P (w) =
∑
w∈U2d

P (w)w−0 =
∑

j ∈ {0, 1, .., 2d}
et j ≡ 0 mod [2d]

aj = a0 + a2d

3. On suppose que n > d. On fixe k ∈ {0, 1, .., d}.
(a) Comme n > d et k ∈ {0, 1, .., d}, on a j ≡ k mod [n] ⇐⇒ j = k

on a 1
n

∑
w∈Un

P (w)w−k =
∑

j ∈ {0, 1, .., d}
et j ≡ k mod [n]

aj = ak
j=k

.

(b) Je note max = max
{
|P (w)|, w ∈ Un

}
. On a maintenant

|ak| =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
p=0

P (wp)w−k
∣∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
p=0

|P (wp)|
6max

∣∣w−kp ∣∣
=1

6
1
n
max× n = max

4. Comme Un ⊂ U, on a max
{
|P (w)|, w ∈ Un

}
6M(P ) = sup

{
|P (z)|, z ∈ U

}
.

Ainsi : ∀k ∈ {0, 1, .., d}, |ak| 6 max 6M(P )



Partie 2 : Une majoration plus forte : On montre ici une majoration plus forte que celle de la première partie

d∑
k=0

|ak|2 6 [M(P )]2

Soient P le polynôme conjugué de P et Q(X) = XdP (X)P
( 1
X

)
.

1. On a facilement

P (X) =
d∑
k=0

akX
k = adX

d + ad−1X
d−1 + · · ·+ a1X + a0

P (X) =
d∑
k=0

akX
k = adX

d + ad−1X
d−1 + · · ·+ a1X + a0

XdP
( 1
X

)
=

d∑
k=0

ad−kX
k = a0X

d + a1X
d−1 + · · ·+ ad−1X + ad

Ainsi XdP P (X) =
(
adX

d + ad−1X
d−1 + · · ·+ a1X + a0

) (
a0X

d + a1X
d−1 + · · ·+ ad−1X + ad

)
= · · ·+Xd (adad + ad−1ad−1 · · ·+ a1a1 + a0a0)

=
∑d

k=0
|ak|2

+ · · ·

2. On sait que pour tout z ∈ U, on a 1
z

= z̄

z z̄
= z̄

|z|2 = z̄

Ainsi on a pour |z| = 1

|Q(z)| = |zdP (z)P
(1
z

)
|

= |z|d|P (z)||P (z̄) |

= 1d |P (z)||P (z)|
Or on sait que |�| = |�|

= |P (z)|2

3. On a donc M(Q) 6 [M(P )]2

Ainsi d’après Q1.4, on a :
d∑
k=0

|ak|2 = coef de Xd dans Q 6M(Q) 6 [M(P )]2



Partie 3 : Minoration de sup
{
|P (t)|, t ∈ [−1, 1]

}
pour P unitaire de degré d

On note Nd l’ensemble des polynômes complexes normalisés (ou unitaires) de degré d,
c’est à dire de coefficient dominant ad = 1.

On fixe P ∈ Nd.

1. Facile avec Q1.4 car coefficient de Xd est égale à 1.
2. Ok
3. Classique.

4. On prouve ici que, pour tout P ∈ Nd, N(P ) > 1
2d−1 .

(a) On note R(X) = XdP
(1

2

(
X + 1

X

))
=

d∑
k=0

akX
d�k avec � = 1

2

(
X + 1

X

)
et ad = 1

> Pour k ∈ {0, 1, ..., d− 1}, on a Xd�k = Xd

2k
(
X + 1

X

)k
= 1

2k

k∑
p=0

(
k

p

)
Xd+k−2p

est une somme de monôme Xk avec 0 < d+ k − 2p < 2d

> et Xd�k = Xd

2d
(
X + 1

X

)k
= 1

2d

k∑
p=0

(
k

p

)
X2d−2p

est un polynôme de la forme 1
2d X

2d + · · ·+ 1
2d X

0

Ainsi R est un polynôme de degré 2d der la forme 1
2d X

2d + · · ·+ 1
2d X

0.

(b) On a R(eiθ) = eidθP
(1

2
(
eiθ + e−iθ

))
= eidθP (cos θ)

Ainsi on a M(R) = N(P ), en passant au V.A. et au sup.
(c) Avec la question Q1.2, on a∑

w∈U2d

R(w) =
∑
w∈U2d

R(w)w−0 =
∑

j ∈ {0, 1, .., 2d}
et j ≡ 0 mod [2d]

aj = a0 + a2d = 1
2d + 1

2d = 1
2d−1

En suivant la même démarche qu’à la question Q1.3b et Q1.4, on a

1
2d−1 =

∑
w∈U2d

R(w) =
∑
w∈U2d

R(w)w−0 6M(R) = N(P )

Yes


