MPSI Pour Lundi 20 Janvier.

DM 13 Polynome.
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Exercice 1. [Correction] On sait qu'il existe un polynéme T,, = T, (X), dit de Chebychev, tel que

T, (cos 6) = cos (nd)

[y

. Calculer To =T (X) et Ty =T (X).
. Simplifier cos () . cos (nf), en déduire que T,,11 (X) =2X T, (X) — Tp,—1 (X)
. Calculer Ty et T5.
Montrer que le polynéme T,, = T, (X) est de degré n et calculer son coefficient dominant.
4. Montrer que T, (—X) = (-=1)" T}, (X)

w N

Exercice 2. [Correction] On considére la fonction ¢ de R[X] a valeurs dans R [X] définie par

VP eR[X], ¢(P)=(X*—-1)P"(X)+2XP'(X)-6P(X)

On considére H = {P € R[X], ¢ (P) =0}
1. Montrer que H est un Ssev

2. Soit P un polynéme non nul.
Montrer que Si deg (P) # 2 alors deg ¢ (P) = deg (P).
Si deg (P) =2 alors deg¢ (P) < deg(P).

Strict
3. Montrer que P € H = deg(P) =2.
Réciproquent. Déterminer les polynémes de degré 2 qui sont dans H

4. Déterminer une famille géné de H.

Exercice 3. [Correction] Par abus de langage, dans tout le probléme on confond polynéme et fonction polynéme.
On appelle f la fonction de [0, +oo [ dans R définie par :

f(0)=0et Vz €]0, 400, f(z)=e""=

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1. Montrer que f est de classe € sur l'intervalle ]0, +00[ et qu'il existe un polynéme P, tel que :

Vo E]O7+OO[, f(n) (.I') = Pni(l‘)e_%

x2n

et montrer que : P, 1(X) = (1 — 2nX)P,(X) + 2?P.(X)
2. Donner la valeur de P, (0).
3. Calculer Py, Py, P,. Déterminer le degré de P«
4. Vérifier que f est solution, sur l'intervalle [0, +00[, de I'équation différentielle : 22y —y=0

5. En utilisant la formule de Leibnitz, montrer que : V., P, 1(z) + (2nz — 1)P,(2) +n(n — 1)z*P,_1(z) = 0
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Exercice 4. [Correction] Soient n,d € N*.

On note U,, = {wk =/ ke {0,1,.,n— 1}} etU={zeCtqlz| =1}
d

Le but de ce probléme est d'étudier les coefficients d'un polynéme complexe P(X) = Z a; X7 de degré d (donc agq # 0)

3 partir des valeurs qu'il prend sur U,. J=0

On admet que M (P) = sup {|P(z)|, z € U} existe

Partie 1 : Majoration des coefficients

1. Pour q € Z, montrer que
1 si n divise ¢

n—1
1 q def 1 q
S wt= Y =
n n
wel, =

k=0 0 sinon

2. En déduire que pour k € {0,1,..,d},

1 _
- E Pw)w™* = E a;
n
weU, j€{0,1,...d}
et j=k mod [n]

Application : On suppose ici que : P est un polyndéme de degré 2d et que n = 2d et que k =0

1
Calculer — P(w)w™".
alculer nu%; (w)w

3. On suppose que n > d. On fixe k € {0,1,..,d}.

. 1
Etablir I'égalité : — Pw)yw™* = ay.
(a) Etablir I'égalité - w%{; (w)w ay

(b) En déduire I'inégalité : |ax| < max{|P(w)|,w € Un}.
4. Montrer que : Vk € {0,1,..,d}, |ar| < M(P)

Partie 2 : Une majoration plus forte

On montre ici une majoration plus forte que celle de la premiére partie

d
D lanl* < [M(P)P?
k=0

d
_ . — /(1
Soient P = E a; X’ le polynéme conjugué de P et Q(X) = Xp(X)P (X)

d

1. Montrer que Q est un polyndme et que le coefficient devant X ¢ vaut Z |ak|2.

2. Montrer que pour tout z € U, |Q(2)| = |P(2)|*. h=0

3. En déduire que M(Q) < M(P)? puis montrer I'inégalité.



Partie 3 : Minoration de sup{\P(t)Lt €[-1, 1}} pour P unitaire de degré d

On note Ny 'ensemble des polyndmes complexes unitaires de degré d,
c'est a dire dont le coefficient dominant ag = 1.

On admet que : N(P) = sup {|P(t)|7 tel-1, 1]} existe.
1. Les polynémes de Chebychev sont définis par récurrence par :

To(X) =1,T1(X) = X et Vd € N, Ty 2(X) = 2XTy1(X) — Ty(X)

(a) Justifier que : Pour d > 1, on a: Sy(X) = FTd(X) € Na.
(b) Montrer que : Pour d € N et ¢t € R, Ty(cos(t)) = cos(dt).
1
En déduire que : N (Sy) = prey

2. Soit P un polynéme appartenant 3 Nj.

(a) Etablir I'inégalité 1 < M(P).
1 1
(b) On considére R(X) = X¢P <2 (X + X))
Montrer que R est un polynéme dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
(c) Montrer que M(R) = N(P).
1
2d—1"

(d) Calculer Z R(w) (Utiliser I'application de Q1.2) et conclure que N(P) >

weUzq
Conclusion : Si/Lorsque/Pour-tout polynéme P unitaires de degré d,

1
OnaN(P)}F



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On sait qu'il existe un polynéme Ty, = T}, (X), dit de Chebychev, tel que
T, (cos ) = cos (nd)

1. Calculer Ty =Ty (X) etTy =T, (X) .

2. On a facilement cos (0) . cos (nf) =

Q

C
1([cC—-8S]+[CC+ S88))
2 (cos(n+1)60+cos(n—1)0)

Ainsi
cos(n+1)0 =2cos(0).cos(nb) —cos(n—1)0
- Tn+1 (D) =207, (D) —Th_1 (D)
On a donc bien la relation demandée.

On dispose maintenant d'une relation de récurrence Donc on va récurer

3. On fait par récurrence (a 2 étages)
Hn):| To(X)=2""X"+ ...

4. On fait par récurrence (a 2 étages)
H(n): | Tn (=X) = (=1)" Tn (X)
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Montrer que H est un Ssev A faire niveau 0.

2. Comme P # 0, on peut écrire P = &XO‘ +---. Ainsion a
#0
¢(P) = (X* —1) P"(X) + 2XP'(X) — 6P(X)
= (X2 - 1) [aa(af 1)X°‘72~»] +2X [aaX”‘fl»‘-] —6[aX--]
=X aa(a— 1) +2aa — 6a] + - - -
=X% [a2+a—6] + .-
=X%(a—2)(a+3)+---
Conclusion Si a # 2 alors a(a — 2)(« + 3) # 0 donc deg(¢(P)) = a = deg(P).
Si o = 2 alors a(a — 2)(a + 3) = 0 donc deg(¢(P)) < a = deg(P).

3. On suppose que ¢ (P) = & donc deg(¢(P)) = —oo < deg(P)
donc forcément deg(P) = 2

On suppose que P(X) = aX?+bX +c € H. Ainsi
¢(P)=0
= (X*-1)P"(X)+2XP'(X)-6P(X)=0
<« (X?—1)[2a] +2X [2aX +b] - 6 [aX* + DX +¢| =0
> X?[2a+4a — 6a] + X [2b — 6b] + [—a — 6] = O
Donc b =0 et a = —6¢. Conclusion : P € H < P =6cX* —cX"°
4. Déterminer une famille géné de H. On a
PcH <= P=6cX”—cX’
> P=c(6X>-1)
Donc H = vect (6X* — 1)



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. La fonction f est ¥ car composée de fonction €.
On démontre par récurrence
Il existe un polynéme P,
H{n):
tel que Yz >0, £ (z) =

A Vinitialisation on choisit : Py(X) =1
et 2 la fin de I'hérédité, on choisit P, (X) = (1 — 2n.X) P, (X) + X*P' (X) qui convient.
De plus Comme P, est un polynéme, on a bien P,4; est un polyndme.

2. Pour tout n. On applique la relation de récurrence en z = 0, ainsi
Pos1(0) = (1 — 2n0) P, (0) + 0>P’ (0)

Donc Vn € N, P,11(0) = P.(0)
Conclusion : La suite (P,(0)) est constante égale a Py(0) =1
3.0naque: Ph=1,Pi=1let Po=1-2X

On fait par récurrence
Hens : deg(P,)=n—1, CAD P, = &X"_l 4+
#0
/ 1 1 ,
4. Ona:Vz >0, f(z) = —e = dou le résultat.
x

5. On dérive n fois |'équation différentielle,... Fini.



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
Partie 1 : Majoration des coefficients
1. Pour g € Z, on a

S|~
g
=]
U
e
S|
S
>
Il
| =
Ll
=]

n—1
1 k
==Y "0 0= w?
" avec wy

k=0

On applique la formule des sommes géométrique Ssi (1 # 1
>0=1 <= wi{=1 <= ndivise ¢

n—1 n—1
1 1 1
onaalorst D:fg l==—xn=1
{eare [ "

> Sinon O #1 <= w!{ #1 <= n ne divise pas ¢

n—1
IZ 1-0" 1-1
onaalorsﬁkioﬂk:ﬁ:m:(]

2. Pour k € {0,1,..,d}, on a

n—1
1 —k 1 —k
- P —— P
~ Y Plww "Zo (wp)w,
-

weUy,
n—1 d
_ ! a;wiwy®
= - E E j
n pWp

p=0 j=0

d n—1
Ay (Ew) e

=n Si p—k=0[n] et 0 sinon

1
== Z (n)a; = Z aj
je{0,1,.,d} je{0,1,.,d}
et j =k mod [n] et j =k mod [n]

Application : On a Z P(w) = Z Pw)w ° = Z aj = ag + a24
welzq welzq je{o,1,..,2d}
et j = 0 mod [2d]
3. On suppose que n > d. On fixe k € {0,1,..,d}.
(@) Commen >detke{0,1,..,d},onaj=kmod[n] < j=k

1 —k
= P = =
ona Z (w)w Z a; = a
weln j€{0,1,..,d}
et j = k mod [n]

<.
i [
x> x>

(b) Je note maxz = max {|P(w)|,w € Un}. On a maintenant

1w Ck
= 75 P
|ak| ‘n 0 (wp)w
p=

n
1 _ 1
<= E | P(wp)| ‘wpk’ < —mazr X n = max
n 0|_| n
p= —

<maz =1

4. Comme U, C U, on a max{|P(w)|,w € Un} < M(P) = sup{\P(z)Lz € U}.
Ainsi : Vk € {0,1,..,d}, |ax| < maz < M(P)



Partie 2 : Une majoration plus forte : On montre ici une majoration plus forte que celle de la premiére partie

d
> el < [M(P)?

Soient P le polynéme conjugué de P et Q(X) = X“P(X)P (%)

1. On a facilement

d
P(X) :Zaka =ag X+ ag 1 X+ e X +ao
k=0
d
P(X) = Z@X’“ =X+ a X"+ @ X 4@
k=0
1 d
X*P (X) =Y @ X' =@mXt@mX T+ a@aX @

k=0

Ainsi X'PP(X) = (aaX" + ag 1 X" 4+ a1 X +ao) (@X +@mX T + -+ @ 1X +aa)

c++ X? (@40 + Ga1@a—1 -~ + Grar + aoao) +- -

_\¢ 2
7Zk:o‘ak‘

z z _
—_— = —— =2

. 1
2. On sait que pour tout z € U, ona = = — 3
z  zzZ |7

Ainsi on a pour |z| =1
Q) = PP ()]
= [2|"[P()IIP (2) |
=17|P(2)|[P(=)]
Or on sait que O] = ||
=|P()[?

3. On a donc M(Q) < [M(P)]?
d

Ainsi d’aprés Q1.4, on a : Z lax|* = coef de X? dans Q < M(Q) < [M(P)])?

k=0



Partie 3 : Minoration de sup {|P(t)|,t e -1, 1]} pour P unitaire de degré d

On note Ny 'ensemble des polyndmes complexes normalisés (ou unitaires) de degré d,
c'est a dire de coefficient dominant ag = 1.
On fixe P € Ng.

. Facile avec Q1.4 car coefficient de X* est égale 2 1.
. Ok

1
2
3. Classique.
4. On prouve ici que, pour tout P € Ny, N(P) > ST

d
—xip(L 1Y) = dp _1 L _
(a) OnnoteR(X)fXP<2(X—|—X))—ZakXD avech2<X+X)etad71

k=0

2k X) 2k p

p=0

d k k
> Pour k € {0,1,...,d — 1}, on a X" = X2 (X + i) L Z (k>X‘“’k_2”
est une somme de mondme X" avec 0 < d+ k — 2p < 2d
k
X \* 1 k
d—k _ L _ = 2d—2p

> et X0" = 75 (X+X) 2dz;<p>x

p—

1 1
est un polyndme de la forme 5d X244 5 x°

1 1
Ainsi R est un polyndme de degré 2d der la forme 5d X244 54 X0,

(b) Ona R(e")=¢"pP (% (ew + 6_i9)) =" P (cos0)
Ainsi on a M(R) = N(P), en passant au V.A. et au sup.
(c) Avec la question Q1.2, on a

_ 1 1

DECID SETE NI NS
wEUay welag je{0,1,..,2d}
et j = 0 mod [2d]

En suivant la méme démarche qu'a la question Q1.3b et Q1.4, on a

Yes




