MPSI

Pour Lundi 20 Janvier.

Exercice 1. [Correction] On considére la fonction ¢ de R[X] a valeurs dans R [X] définie par
VP eR[X], ¢(P)=(X*-1)P"(X)+2XP'(X)-6P(X)
On considére H = {P € R[X], ¢ (P) = 0}

1. Montrer que H est un Ssev

2. Soit P un polyndme non nul.
Montrer que Si deg (P) # 2 alors deg ¢ (P) = deg (P).

3. Montrer que P € H —> deg(P) = 2.
Réciproquent. Déterminer les polyndmes de degré 2 qui sont dans H

4. Déterminer une famille géné de H.

Correction
Soit P un polynéme non nul, on peut écrire P = 4, X%+
#0
1. Montrer que H est un Ssev A faire niveau 0.

2. Comme P # 0, on peut écrire P = &X”‘ +-.-. Ainsion a
#0

¢(P) = (X*—1) P"(X)+2XP'(X) - 6P(X)

=(X*-1) [ac(a —1DX*? -] +2X [aaX*" -] = 6[aX* -

= X%Jac(a— 1)+ 2ac — 6a] + - -
=X%[e®+a—6]+--
=X%(a—-2)(a+3)+---

Conclusion Si « # 2 alors a(a — 2)(a+ 3) # 0 donc deg(¢(P)) = a = deg(P).
Si v = 2 alors a(a — 2)(a+ 3) = 0 donc deg(¢p(P)) < a = deg(P).

3. On suppose que ¢ (P) = & donc deg(¢(P)) = —oo < deg(P)
donc forcément deg(P) = 2

On suppose que P(X) = aX? 4+ bX + c € H. Ainsi
pP)=0
— (X*-1)P'(X)+2XP'(X)-6P(X)=0
— (X?—1)[2a] +2X [2aX +b] — 6 [aX>+bX +¢| =0
< X?[2a+4a — 6a] + X [2b— 6b] + [~a —6c] = O
Donc b =0 et a = —6¢. Conclusion : P € H <= P = 6cX? — cX"
4. Déterminer une famille géné de H. On a
PeH < P=6cX*-cX’
& P=c(6X*-1)
Donc H = vect (6X* — 1)



Exercice 2. [Correction] Par abus de langage, dans tout le probléme on confond polynéme et fonction polynéme.
On considere la fonction f définie de [0, 400 [ a valeurs dans R par :

f(0) =0et Yz €l0,+oof, f(z)=e />

n désigne un entier naturel non nul.

1. Montrer que f est de classe € sur l'intervalle ]0, +oo| et qu'il existe un polynéme P, tel que :

P, (x) .

x2n

Ve €]0, +o00f, f™(z) =

et montrer que : P11 (X) = (1 —2nX)P,(X) + 2*P,(X)
Donner la valeur de P, (0).
Calculer Py, Py, P,. Déterminer le degré de P«
Vérifier que f est solution, sur I'intervalle ]0, +oc[, de I'équation différentielle : 2%y’ —y =0
En utilisant la formule de Leibnitz, montrer que : V2, P,.1(2) + (2nx — 1)Py(x) + n(n — 1)2?P,_1(z) = 0

o N

Correction
1. On démontrer par récurrence

Il existe un polynéme P,
H(n) :
tel que Vz >0, f (x) =

A I'initialisation on choisit : Py(X) =1
et a la fin de I'hérédité, on choisit P, 1 (X) = (1 —2nX) P, (X) + X2P’ (X) qui convient.
De plus Comme P, est un polynéme, on a bien P, ;1 est un polynéme.

2. Pour tout n. On applique la relation de récurrence en & = 0, ainsi
P11 (0) = (1 —2n0) P, (0) + 0*P’ (0)

DoncVn €N, P,,1(0) = P,(0)
Conclusion : La suite (P,(0)) est constante égale a Py(0) =1

3.0naque: Pp=1,P=1let P,=1-2X
On fait par récurrence

Heps ¢ deg(Py) =n—1, CaD P, = a X" 4 ..
#0
/ | RN .
4. Ona:Vz>0, fi(r) = e = d'ol le résultat.
T

5. On dérive n fois I'équation différentielle,... Fini.



Exercice 3. [Correction] Pour tout n € N, on définit par

1. Vérifier que que L,, est une fonction polynomiale et déterminer le degré et le coefficient dominant.

2. On remarque que Vz € R, z"le ™ =2 (x”efz).
Avec Leibniz, déterminer une relation entre [33

3. En déduire une relation entre L, .1, L, et L,

Correction

n-‘rle—ac] (n+1) [xne—x] (n+1) et [l‘ne—x] (n).

1. Avec Leibniz, on a

Vo €R, Ln(z) = e dcf; (e ) = et (é (Z) 2] [e_x]m—m)
() [ o)
) ; () el
- ;(Z) o X R
=

Conclusion : L,, est bien un polynéme.

2. On dérive (n + 1) fois I'égalité : Vo € R, 2"T'e™" =z (2"e™*), ainis
VzeR, [z"e™] (n+1) _ E x"eif”)](nﬂ)
n+1
n+1 k 21 (n+1—F)
=S (") Y e
k=0 =0 Si k>2
1 nt+l— 1
o G L e

) 2]V [2"e™ 7] e L0+ 0

k=0
n+1)

l.z. [x"e_g”]( + (n+1).1. [2"e "]
T. [x"ef‘r] (n+1) +(n+1). [x”efz] (n)

3. Ona [x”“e_’”](nﬂ) =e “Lpy1(x)

E ] ) _ e “Ly(x)

n_ —x

e

[xne—az]("+1) _ (I:xne—m} (n))/

= (e "Ly (2))’
(=1)e " Ln(x) + e "L, (2)

(n)

k=1

Conclusion :on aVx € R, e *L,41(z) = [(—1)6_3:[/71(1’) + e_xL;l(m)} +(n+1)L,(x)
Donc L1 = XL, +(n+1—- X)L,



Exercice 4. [Correction]
1. Montrer que : pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

mr[ [ 1 }("):Pn(sin(x))

27217 | cos(x) (cos(z))" "

2. Montrer que : pour tout n € N, le polynéme P, est de degré n et que ses coefficients dont des entiers.
n

3. Montrer par récurrence que les coefficients sont tous positif, CaD que : P, = Zak XF* avec a >0 et a, >0
k=0

Vxe}—

Correction

1. On démontrer par récurrence

Il existe un polynéme P,
7r 71'[ [ 1 ](")_ P, (sin(z))

2°2 cos(x) (cos(z))nH

H (n):

tel que Vz € }—

Initialisation avec n = 0

Comme Vz € }—37 T [7 , donc le polynéme Py =1 X° convient
27217 cos(x)
Hérédité On suppose H >~
On a
el il [l - [
x T 909 |0 | aaal ) = |7 nFl
272 cos(z) (cos(x)) +1

_ cos(z) P, (sin(z)) (cos(z) )nH P, (sin(z)) (=sin(z))(n+1) (cos(x))n
a (cos( z))2n+2
P! (sin(z)) (cos(x))? + (n+ 1) sin(z) P, (sin(z))

(cos(as))nJr2
Conclusion : Le polyndéme P, 1 = (1 — X?) P, + (n + 1) X P,, convient et H_, 1> est vraie

2. On montrer par récurrence Heps 1 Py, = &X” + .-
#0
n
3. On montrer par récurrence Hoys @ Py, = E akX avec ap > 0eta, >0

k=0
Voici I'hérédité

Poi=01-X*)P +(n+1)XP,
=(1-X?) (Zakak 1) +(n+1)X (Zaka>
- Zak EXkT Zak EXFHL 4 (n 4+ 1) Zak bdan
k=0

k=0

ZZakak_l—FZ n+1—k)a, X
k=0 >0 =0 >0

Donc les coefficient de P, 1 sont positifs
et le coefficient dominant est celui du mondme X" et il vaut (n+1—n)a, =a, >0
e — |
k=n+1



Exercice 5. [Correction] Soit (u,)nen la suite définie par

up,u1 E RetVn e N uyyo =5up41 —6uy,

T U
On considére X, = ( n+l >

Unp

——
1. Trouver une matrice A tel que X, 11 = AX,.
En déduire X,, en fonction de A et de X,

2. On va calculer A™.

On consideére la matrice P = ( ? i) )

(a) Justifier que P est inversible et calculer P~
(b) Calculer la matrice D = P~1 A P.

(c) En déduire une expression de A™ en fonction P et D".
Calculer A™.

3. Calculer u,, en fonction de n.

Correction

X—> _ [ Un+2 _ S Unt+1 — Oup _ 5 —6 Un+1
et Unp+1 Un+1 1 0 Unp

Ainsi a la mode géo, on a X, = A" X,

1. Ona

2. On va calculer A™.

On considére la matrice P = < i i’ >

(a) Comme det(P) =2 —3 = —1 % 0 donc P est inversible et on a

pl_ 1 Donble 1 1 -3\ (-1 3
T det(P) \ Symétrie ) (-1)\ -1 2 )\ 1 =2

p_( -1 3 5 —6 2 3\ (20
L1 =2 1 0 1 1) \o 3
(c) Comme D=P 'AP,onaA=PDP 'etA"=PD"P "
(d) Comme D" = ( > 20 ) na

0\(-1 3
3 12
—227 4337 627637\ _ . (-2 6\  .(3 —6
( —on 4 3 32ﬂ—23n>_2 (—1 3)*3 (1 —2)
(=227 433" 627 —63" \ [ w
- _9on 4 3n 39n _93n ug

Conclusion : Vn € N, u,, = (=2" + 3")uy + (32" —23") ug = 2" (Bug — u1) + 3" (u1 — 2ug)

(b) On trouve

A" =pDprp!

=l

n

3. Ona(uZH))Tn)A”
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Exercice 6. [Correction] Soit la matrice A = ( 1

)

[N

L'objectif est de déterminer les matrices X vérifiant : X2 = A

1. Déterminer les matrices M = ( z 2 ) tel que AM = MA.

2. Analyse. On suppose que X est une matrice tel que X?2=A
> Vérifier que : AX = X A.
a f
b8 «

> En déduire que X est de la forme X = (

3. Synthese.

Parmi les matrices X de la X = ( g g ) trouver celles qui vérifie X2 = A.
Correction
2l Analyse. On suppose que X est une matrice tel que

(1)

1. Ona MA — a c 2a+c¢ a+2¢
“\b d 2b+d b+2d
a c
b d
(21 20 +b 2c+d
AM_(l 2) <a—|—2b c—|—2d>
2a+c=2a+b 3
. . 2b+d=a+2b
Ainsi AM = MA a2 =2+ d
b+2d=c+2d
—b+c=0
—a+d=0
A a—d=0
b—c=0
—a+d=0
= { ~b+c=0
a 0 1
b 1 0
<~ c 1=l +d 0
d 0 1

Conclusion : AM = M A
. - ([ d c
Ssi on peut écrire M = ( ¢ d )
SsiM=dIl,+cJ

Bonus : les matrices qui commutent avec A
forment un ssev engendré par I et J.

X2=A
>Ona:AX=X’X=X3=X.X?=XA.

- , d
> Ainsi on peut écrire X = ( c 2 ) avec

d,c € R.

Synthése.

[ a B .
On suppose que X = ( 3 a ) Ainsi on a
X2 _ 042'1'62 o 2 1
- 28 a?+p%2 )\ 1 2
L
2ce

200
Donco?+ %2 =2et2af =1 < B =

On résout
P+ —=2 < 4a*—-8a%+1=0
402
= U=a’
4U? -8U+1=0

Conclusion : On trouve U (2 solutions >0)
puis « = £V U (4 solutions dans R)

o, 1
pmsﬁ—2a
etenfian(a A

b «

> (4 solutions dans R)



