MPSI DS6. Lundi 27 Janvier

4 heures

Pour ce devoir vous devez faire

> Soit coté 1 matrice (classique), Soit coté 2 matrice (vraiment plus dur)

> La partie Ssev.
> Soit coté 1 POlynﬁme(classique), Soit coté 2 suite. (pas si dur mais pas classique)

BARACAND, BAPTISTE, CHASSAING, NIVET doivent faire coté 2 matrice et coté 2 suite et si il reste du temps les ssev.

Matrice coté 1

Exercice 1. On se propose d'étudier la suite réelle (uy),»o définie par :

5 1
Uup=0,u1 =0,up=1et VneN, un+3=2un+2—zun+1+zun .
. Un+2
On considére VneN, X,, = | uUnp+1
Un

1. Calculer )?(; et )71)
Déterminer A€ .#5(R) telle que : VrneN, X1 = AX,.
En déduire, pour tout neN, I'expression de X_;l en fonction de n et des puissances de A.
1

1 4 1 2 0 0
2. On considére les matrices P=| 1 2 4 |etT= 3 01 2
1 4 0 0 0 1

(a) Montrer que P est inversible.

(b) Vérifier que : PT = AP en déduire que : A=PTP!.

(c) Exprimer, pour tout neN, A" en fonction de T".
3. Calcul de uy,.

1 2 00
On remarque : T=D+NavecD==-| 0 1 0
2 0 0 1

(a)
(b) Déterminer, pour tout n€N, I'expression de T" en fonction de n.
(c)
(d)

Calculer N et justifier que I'on peut utiliser la formule du binéme pour calculer T”.

En déduire, pour tout n€N, la derniére ligne de A" en fonction de n.

Déduire pour tout n €N, I'expression de u, en fonction de n.
Déterminer la limite de la suite (uy,).
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Matrice coté 2

Exercice 2. [Correction] Pour tout n€N on note
> I,, la matrice identité de taille n
> Ay € 4,(R) la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux 3 1, caD Attila de taille n.
> C_’;, la matrice colonne de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1 .
1. Un exemple avec n=>5.
On considére

€ M5R)

W
S = O = O
oo~ O -
o O = O
_ o o o -
o == O O

(a) Exprimer L? +L a I'aide des matrices As et I5.
Exprimer A2 en fonction de la matrice As.
Déterminer un polynéme P de degré 4 tel que la matrice P(L) soit nulle.

(b) En déduire que L est inversible et expliciter son inverse.
(c) Calculer L.C; et en déduire la somme des coefficients de L” pour tout peN.

2. Cas général.
Soit n et p des entiers tels que 2<p<n-—1.
Soit M = (m;,j) € .#,(R) une matrice (dont on ne demande pas de justifier I'existence) de taille 7,
symétrique par rapport a la diagonale ainsi m; j =m;,; et M! =M,
a coefficients diagonaux nuls
et telle que :
> Chaque ligne de M comporte p coefficients égaux a 1 et (n— p) coefficients égaux a 0 .
> Pour tous entiers i, j €{1,2,...,n} tels que i # j,

le coefficient m; ; est nul si et seulement si il existe un entier k€ {1,2,..,n} tel que m; ;= mg,j=1.

De plus I'entier k est alors unique.

Remarque non utile pour la résolution : La derniére condition signifie que :

Si on prend 4 coef de la matrice my i, m;j x, mg,j, m;,j qui forme un rectangle avec my =0 sur
la diagonale de la matrice et avec une diagonale du rectangle m; = my, ;=1
alors le 4-iéme sommet du rectangle m; ; est égale a 0.
De plus ce rectangle est unique
La matrice L vérifie les conditions ci-dessus et on a bien (exemple)

0

1

0

o]
(a) Calcul de M? = (a;,;).

i. Expliciter la valeur théorique de a; ; a I'aide d'une somme.

Pour as;1 =0, on a k=4 et et pour a4 =0, onak=1 et

S O = O -
- o O = O
[~[=]= =7
~
S = = O O
Y
~
OO - O -
—_ o O = O
= =]~
~
oo o

ii. Soit i #j avec m;j=1.

Pour k€{1,2,...,n}, que vaut m; Mg, j ? En déduire la valeur de ai,j.
iii. Soit i # j avec m; j=0.

Pour k€{1,2,...,n}, que vaut m; Mg, j ? En déduire la valeur de ai,j.
iv. Soit i €{1,2,...,n}, combien vaut a;; ?
v. En déduire que M? =A,-M+(p-1DI,.

(b) En utilisant la matrice colonne C,,, montrer que p?+1=n.

(c) En vous inspirant de la démarche de Q1la, trouver un polynéme P de degré 4 tel que la matrice P(M) soit nulle.

La matrice M est-elle inversible ?
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—— Ssev pour tout le monde. ——

: X?-1
Exercice 3. [Correction] On note H |'ensemble des polynémes vérifiant I'équation différentielle (E) TP”—XP'+P:0

1. Que signifie P€ H? Montrer que : H est un ssev de R[X]

2. Montrer que si P est un polyndme non-nul appartenant a H alors

deg P'—XP'+P

{ =deg(P) Si deg(P)#2 ou 1
<deg(P) Sideg(P)=2oul

3. Si P est un polynéme appartenant a H alors deg(P) <2.
4. Déterminer les polyndme appartenant & H. En déduire que : H = vect (X, X*+1).

Exercice 4. [Correction] Soit n un entier.

On note H, I'ensemble des polynémes vérifiant I'équation différentielle

(B) 2(X*+X+1)P'-n@2X+1)P=0

—

. Que signifie P € H, ? Montrer que : Hy est un ssev de R[X].

N

. Montrer que : Si P est un polynéme non-nul appartenant a H, alors deg(P) = n.

w

. On suppose que P; est un polyndmes non-nul Hy, et que P est un autre polynéme de Hj,
(a) Montrer qu'il existe A €R tel que P—AP; est un polynéme de degré < (n—1).
(b) En déduire que : P=AP;.
(c) En déduire que H, ={0} ou H, = vect (P)

4. Détermination de H,,

(a) Résoudre I'équation différentielle : 2 (x2 +x+1)y' -n@x+1y=0.

(b) En déduire H, selon la valeur de n.

Exercice 5. [Correction] Soit 7 un entier. On note € = (R,R), I'espace vectoriel des fonctions de R a valeurs dans R.

n+1 n+1
On considére H, I'ensemble des solutions (sur R) de I'équation différentielle : )_ ( y® =0
k=0
1. Montrer que H, est ssev de ¥ (R,R).
2. Montrer que fe H, < VxeR, [f(x)e*]"" =0,

3. En déduire que H = vect(fo, fi,.... fn) avec fi:x— x¥e™ .
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Coté 1 Polyndme

Exercice 6. [Correction] La partie 1 d'un concours de 2019 (le sujet complet trop long comptait en tout 9 parties a faire en 4 heures.)

Soit I'intervalle I ==/ ,7/5 [. On considére la fonction f définie sur I par

sinx+1
vxel, f(x)=————.
COS X

On note f™ la dérivée d’ordre n de f et, par convention, f© = f.

1. Exprimer les dérivées f', " et £ a I'aide des fonctions usuelles.

2. On va montrer que pour tout n, il existe une suite de polynémes P,, a coefficients réels telle que

P, (sinx)
vxel, f"x)=—"—.
o e (cosx)n+1

(a) En utilisant la question Q1., expliciter les polynémes Py, Py, P2, Ps.

(b) Montrer le résultat par récurrence et exprimer P, en fonction de P, et P,.

3. Soit n=1,
(a) Montrer que le polynéme P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients sont des entiers.
(b) Montrer que ses coefficients sont positifs.

4. Pour tout entier naturel n, on pose a, = f"(0).
(a) Montrer que : VxeI, 2f'(x) = f(x)* +1.

" n
(b) En utilisant Leibniz, montrer que : YneN*, 2a,:1= ) (k)akan_k.
k=0

Coté 2 Suite

Exercice 7. [Correction] Soit a€R}. On considére une suite (i) en définie par uy = a et et

1
VYneN, upy1 =Vup+ ——
" "+l

Observez que la suite (1) nen Ne rentre pas dans le cadre des suites vérifiant une relation du type « uy+1 = f(uy) »

1. Montrer (uy),en est bien définie et que : V=1, u,>1
2. Montrer que : si la suite (u,)nen converge, alors sa limite vaut 1.
3. On suppose que la suite (uy)qen €st strictement croissante.
Déterminer la limite de (1) nen-
Puis montrer qu'il existe Ny tel que Vn= Ny, up+1 —uy <0.
Conclure.
4. Justifier I'existence d'un entier naturel p tel que up 1 < up ,
Puis démontrer que : Vn=p, Uy < uy

5. En déduire que la suite (u#;)nen cONverge.
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Exercice 8. [Correction] Le nombre de Liouville

Notation : On note Z[X] I'ensemble des polynémes a coefficients entiers.

Un nombre complexe r est dit algébrique
Ssi il existe un polynéme P non nul a coefficients entiers tel que P(r) =0.
Ssi r est une racine d'un polynéme non-nul P € Z[X]

Par exemple : r =@/} € Q est algébrique car r est une racine de P(X) =bX -ac Z[X]
r=v?2 est algébrique car r est une racine de P(X) = X% -2€e7[X]

Un nombre qui n’est pas algébrique est dit transcendant.

Le but de I'exercice est de prouver qu'il existe des nombres transcendants.

1. Exemples
(a) Montrer que le célébre complexe j est algébrique.
(b) Montrer que le réel V2+v/3 est algébrique (plus délicat).

2. Une minoration utile.
Soit P € Z[X] un polyndme non nul de degré d.
On suppose que r =@/} € Q N'est PAS une racine de P.

a 1
Montrer que : ‘P(z)‘ = i
3. Le nombre de Liouville
noo]
On considere la suite (S,;) définie par VneN, S, = ];)W

(a) Démontrer que la suite (S,) converge vers une limite noté ¢ comme Liouville

indication : On pourra majorer Sy, a I'aide d’une suite Géo
1 10—(n+1)n!__10—(p+1)n

p
b) Soit n,peN avec 0 < n < p. Montrer que : [S,—S,|= — <
(b) P P que : |Sp =S| k:%l 10%! 1-10-"

1
indication : On pourra majorer |Sp —Sn| = Z — a l'aide d’une suite Géo
k=n+110%
1

(c) En déduire que : VreN, [£-S,|< Tonn!

4. On va démontrer (avec un RA) que le nombre ¢ est transcendant (Liouville en 1874).

On suppose que ¢ est algébrique, ainsi il existe un polyndme P non nul 4 coefficients entiers tel que P(¢) =

On note d le degré de P.
(a) On admet qu'il existe une constante K tel que Vte [¢—-1,0+1], |P'(t)| <K

a a a K
Montrer qu'il existe K’ tel que : Si — € Q avec ’E— —‘ <1, alorson a )Z— —‘ > —
q d b Q b b1~ b
Remarque : Le résultat admis incite a utilise le TAF.
(b) En utilisant Q3c., trouver déduire une absurdité.
Ainsi I'hypothése "le nombre ¢ est algébrique" est absurde

Conclusion le nombre ¢ est transcendant.

0.
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Un exemple avec n=5.
(a) Exprimer L? +L a I'aide des matrices As et I.
exprimer A% en fonction de la matrice As.
Déterminer un polyndme P de degré 4 tel que la matrice P(L) soit nulle.

2 01 0 1
002 0 1 1

OnalI?=| 1 0 2 1 0 | Ainsil’?+L=A45+1I5
0112 0
1 100 2

On a (A5)2 =5As, ainsi on a
2
(L2+L—15) :5[L2+L—15]
— 144213+ 1%2 20+ I5=51%+5L-5I5
— [*+21% 412 - 70L+6I5=0

(b) En déduire que L est inversible et expliciter son inverse.
Classique
(c) Calculer L.Cs et en déduire la somme des coefficients de LP pour tout peN.

‘ On a "facilement” que : La somme des coefficients d'une matrice M est égale  la somme des coordonnée de M.C

De plus on a L.C; =2Cs et LP.Cs = LP™1 (2(75) =..=2PCs
Donc la somme des coefficients de LP est égale a 5.27
2. Cas général.

(a) Calcul de M? = (al-,j).

i. Expliciter la valeur théorique de g; ; a I'aide d'une somme.
n
On a Vi,jE {1,2,...,n}, ai,j = Z miykmk,j
=1

ii. Soit i # j avec m; j=1. Pour k€{1,2,..,n}, que vaut m; pmy, ; ? En déduire la valeur de a; ;.
n

On a "m; ; =0 si et seulement si .....
Donc comme ici m; j=1on a k€{1,2,..,n}, on a m; ;=0 OU my ;=0

n
Ainsi on a : Pour tout k, m; ymy, ;=0 et a; ;= Y mj My, j =0
=1

iii. Soit i # j avec m; j=0. Pour k€{1,2,..,n}, que vaut m; gmy, ; ? En déduire la valeur de a; ;.
On a "m; ; =0 si et seulement si ..... ET unique"
Donc il existe un unique ko €{1,2,...,n} tel que m; , =1 ET my, ;=1
Ainsi on a : Pour tout k# ko, m; my, ;=0
n n
et a;j= ) mypmp;= Y MMy j+mg =lmg ;=0+0+++0+1=1
=1 =1
k#ko
iv. Soit i€{1,2,..,n}, combien vaut a; ; ?
Comme M est symétrique, on a : pour tout i €{1,2,...,n},

n n
aj ;=) mjpmp;= kZ m
= -1

CaD a;; est la somme des carrés de la ligne i de la matrice M donc égale a p

v. En déduire que M?> = A, —M+ (p—DI,,.
On a M?+ M est la matrice avec que des 1 sauf sur la diagonale ou c'est égale a p
Conclusion : M2+ M= Ap+(p-1Ip
(b) En utilisant la matrice colonne Cp, montrer que p%+1=n.
On a:
MCp = pCp, M*Cp = p*Cp, AnCn =nCp et I,Cy =Cy
ET M?Cp=[An-M+(p-1I,]Cp
= AnCn— MCy + (p~DI4Cy
Conclusion : on a pZ:n—p+(p—l):n—1
(c) En vous inspirant de la démarche de Q1a, trouver un polynédme P de degré 4 tel que la matrice P(M) soit nulle.
La matrice M est-elle inversible ?
Comme (An)2 =2Ay, on reprend la méthode de la question Qla.
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Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. La fonction ¢ est linéaire car ¢(0) =0

et PAP+ Q) =---

La fonction ¢ est a valeurs dans Ry[X]
On suppose que PeRy[X], CAD P=a, X" +-. On a
Xz_l " !
(,b(P)ZTP -XP +P
2

= n(n—1apX" "2+ cdots] - X(na, X" + cdots] + [an X" + cdots]

-1
= X" M—na,ﬁan 4o eRp[X]
Donc ¢ est bien a valeurs dans R, [X]
2. Etude de ker¢.
(a) On suppose que PeRy,[X] et que deg(P)=a, CaD P=&X“+~-- est a < n.

#0
On a

X2_1 " !
¢(P):TP - XP' +P

Xx%2-1

== [al@-1)aX% 2 +cdots] — X[aaX® L+ cdots] + [aX® + cdots)
-1

=X ale )a—zxa+a 4.
2

_ya a’-a-2a+2

- 2

_ a’-3a+2

- 2
-1 -2

X% a, %%

70

Conclusion : Si @ #1,2, on a bien deg¢(P) = a = deg(P)
(b) On vient de voir que Si deg(P) # 1,2 alors deg¢(P) = a = deg(P) et donc P ¢ ker(¢)
Ainsi P eker(phi) = deg(P)=1,2. On a maintenant

Peker(¢p) < P=aX?>+bX+c et phi(P)=0

Xz_l 11 /
— TP —-XP'+P=0

2

— 2a-XQ2aX+b)+@X?+bX+¢)=0

= X?(a-2a+a)+X(-b+b)+(-a+c)=0

<~ —a+c=0

a 0 1
<~ | b |=b]l 1 |+c| O

c 0 1
< P=bX+c(X?+1)

Conclusion : ker¢p = vect(X,X2 + 1) et comme la famille est libre (& cause des degré) c'est une base et dimker(¢) =2

3. Etude de Im¢.
(a) Voir TD 19 exo 2

2 _
(b) On suppose que P elm(¢p), CaD P=¢(Q) = %Q”—XQ%Q

On va montrer que : P’(l) = P’(—l) =0
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On a
!
P =

Xz_l " !
;—Q"-XxQ'+Q

2_
_ (XQH+ X 5 1Qm) —(Q,+XQ”) + Q'

12-1
Ainsi P'(1) = TQ’”(l) =0 et de méme P'(-1) =0.

Conclusion : Commelm(¢) c F et dimIm(¢) =dim(F)=n-1
on a bien Im(¢p) =F.
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Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. On doit démontrer linéaire et a valeurs dans R, [X].

— Classique facile.

— A valeurs dans R, [X] ?
Soit P=P(X) e Départ =Ry, [X]

\ On va calculer ¢ (P) et vérifier que ¢ (P) € Ry, [X]

Comme P e R, [X], on peut écrire P=P(X) = anX"+ ...

On a alors (/)(P):Z(Xz+X+1)P'(X)—n(2X+1)P(X)

=2(x%+ x+1) [nanx" 4. | - n@X 1) [an X"+

— xn+l + ... € Ry [X] Fini.

2nan —2nay
N— ————
#0

2. Etude de ker¢.

(a) Soit P un polynéme #0 de R, [X], il a un degré que je note k<, (Attention n est déja pris)

‘On va calculer ¢ (P) et lire son degré ‘

On peut écrire P =P (X) = ai XX + ... (et aj #0)

On a alors ¢>(P)=2(X2+X+1]P’(X)—n(2X+1)P(X)
=2(x24 X +1) [kapXE N w ] - nex 4D [apxF -

=xFlog tk—nl+ ...
Donc

Si deg(P) =k #nalors degp(P) = k+1=(degP)+1

Si deg(P)=nalors degp(P) < k+1=(degP)+1
Strict
(b) Par contraposée.

— Si deg(P) # n, alors deg¢p(P) = (degP)+1=0
Donc ¢ (P) n'est pas le polynéme nul. donc P ¢ ker¢

(c) Soit P; et P, deux polynémes non nul dans ker¢

— On peut écrire a cause de 2.b
Pi=Pi(X)=aX"+..et a#0
Py=Py(X)=PX" +...et #0
a
On a donc A(X) =P (X) - EPZ 0=..eRy_1[X]

— Or ker¢ est un ssev donc

Py,Py eker¢p
=>A=..P1+..Preker¢

ker¢ est un ssev
Ainsi A est un polynéme de ker¢ et degA<n—1, donc forcément A=0 (A cause de 2.b).

— Conclusion les élément de ker¢ sont Soit tous nul, Soit tous colinéaires, //, proportionnels
Conclusion : ker¢ est soit {6} soit une droite
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. On connait le théoréme de primitivation et c'est une équivalence
CcaD h'1 = h’2 < il existe une constante K tel que hy = hy + K

Ainsi on a K"tV =0 — il existe une constante k tel que h'"™ =k  crest un poly de degré <0

. . / (n-1) _ !
< il existe une constante k' tel que h =kX+Kk  Ccrost un poly de degré <1

X2
. . " (n-2) _ ! "
< il existe une constante k" tel que h = k—2 +EX+K croct un poly de degré <2

...Etc...On primitive
<= h = Polynéme de degré <n
— heRyu[X]

2. Facile avec la définition, CaD e € Hj, et Hj est stable par CL.

) ] o n+l (41 ®
3. On sait que f € H, < f est une fonction € et )_ r v =0.
k=0
De plus avec Leibniz, on a

n+1
n+1
VxeR, [fe¥]"V=0 = vxeRr, ¥ ( N
k=0

”+1(n+1

)[f](k)[eX](ﬂ—k) =0

— VxeR, Z k

) [f1®e* =0
k=0

X

— VxeR, e =0

n+l1 1
Z (n]: )[f](k)

k=0

n+1
n+l1
— VxeR, Z( ‘ )[f](k):O car e* est tjs #£0
k=0

n+l
Donc on a bien f€ H, < f est une fonction ¥ et

n+1
( © )f(k) =0 < f est une fonction € et [fex]('HD =0.
k=0

On a maintenant

feH, = [fex](nH) =0
> [fe*]€RulX] voir préambule.

24 tanx"

2

— VxeR, f(X)e*=ap+ayx+azx

X X

— VxeR, fW)=age *+arxe “+arxe *+---+apx"e”

= fe yect(xk e_x]

Conclusion : Hy, = vect([xk e_x”
Osksn

4. La famille €), est génératrice de Hj,.

On démontre "facilement" que la famille &}, est libre avec la définition (Attention les fonctions fi. ne sont pas des polynémes
donc pas de short cut!111)

Ainsi c'est une base de Hj, et dim(Hy) = cardinal(Base)=n+1.
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Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

1. On obtient, pour x€ I,

' 1+sinx
fa= (cos x)?
£ = sin? x +2sinx + 1
(cos x)3
f(3) () = sin3 x +4sin? x +5sin x + 2
(cos x)*
2. (a) De la question Q1, on déduit que
Pi(X)=1+X
Py(X)=X%2+2X+1
P3(X) = X3 +4X% +5X +2
(b) On montre par récurrence.
Initialisation pour n=1 évident
Hérédité On suppose que H<p> est vrai
On a
d d [ Pu(sinx
£ =[] = - |
_ cos(x) Py, (sin x).cos(x) + (1 + 1) sin(x) Pp (sin x)
B (cos x)"+2
1- sinz(Jc))P,’1 (sinx). + (n+ 1) sin(x) Py (sin x)
(cos x)"1+2
(1-0%) P, (D). + (n+ 1OP, () .
= avec O=sin(x)
(cos x)"+2

Donc le polyndme P, 41 (X) = (n+ 1) XPu(X) + (1 —XZ)P;l(X) convient.
3. On démontre par récurrence que Heps :Pp=X"+---
Initialisation pour n=1 évident
Hérédité On suppose que H<p> est vrai
On a
Ppi1(X) = (n+ DXPp(x) + (1 - X3P (x)
=+ DX[X +- ]+ (1 -XD)[nX" 4]
=X"" Y+ -nl+--
— Xn+1 T+
Donc I'hérédité est vraie.

On démontre facilement par récurrence que le polynéme Py, est a coef réel.

4. On démontre par récurrence que Hcp,> :tous les coefficient de P; sont tous positif.
Initialisation pour n=1 évident car Py =1+X

Hérédité On suppose que H<p> est vrai

On va montrer Hepi1>

n
Comme Py, est de degré n et 3 coef positif, on a P = Y aka avec ayg = 0. Ainsi
k=0

Ppi1(X) = (n+ 1) XPp(x) + (1 - X3 P (x)

n n
=m+DX Y apx*+a-x% Y apkxt!
k=0 k=0
n n n
=n+D Y ap XM+ Y apkx® 1oy ap kxkr!
k=0 k=0 k=0
< k+1, § k-1
= +)-k [ X"+ kX*
Y oag| (m+1) > ag

—ol—I —ol——
k_0>0 20 carO<sk<n k=0 =0

C'est une somme de mondme dont les coef sont tous positif, donc I'hérédité est vraie.
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5. Pour x€I, on a

2 cos® x+1+2sinx+sinx  2+2sinx ,
1+ f(x)° = 5 = > =2f(x)
Cos~ x cos“ x

6. On constate g =aj =1 donc 2a; = a(2)+ 1 et, pour neN, par la formule de Leibniz,

n

zf(n+1) — (zfl)(ﬂ) — (fz + l)(ﬂ) — (fz)(n) — Z (Z) [f](k) [f](ﬂ—k) .
k=0

n(n
En évaluant en 0, cela donne 2,41 = Y (k)ak“n—k pour neN.
k=0
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Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
1. Montrer (up),en est bien définie et que : Vn=1, u,>1
On montre par récurrence Hey> : le nombre u, se calcule et u, >1
Initialisation n=1
1
Comme ug=a>0, le nombre u; se calcule et u; =+va+ 032 =1+0>1
Hérédité : Facile
2. Montrer que : si la suite (uy);en converge, alors sa limite vaut 1.
4
On suppose que uy P
Comme Vn=1, up>1,onaf=1et
v N + !
neN, upt1 =vup+——
n+1 n n+1 \
Un+1 5—=¢ A la limite, 6=Vl = 2 =¢ = <=00ou =1
Up+ —— Vl+6
+1 n—oo
Or ¢=1. Conclusion : la seule possible c'est £=1.
3. On suppose que la suite (i) en est strictement croissante.
Déterminer la limite de (up) neN-
Comme la suite est croissante, on a VrneN*, u, = uj > 1.
Donc la suite ne converge pas vers £ =1.
Conclusion : la suite (uy)en Ne converge pas dans R (car 1 est la seule limite possible) et (u,),en est croissante.

Donc la suite (up)nen diverge vers +oo.

Puis montrer qu'il existe Ny tel que Yn= Ny, up+1 —up <O0.

1
On a un+1—un:( un+—)—un = —up+o(up) —— —oo0
n n—oo

+1 n—00
Vin 1 Il
En effet comme u, +00, on a = ——0et —— 0 ce ne sont pas des FI
n—oo upn Vi, n—oo u, n—oo

—oo avec B=-1

On applique la définition de u;u+1 —up PR
Ainsi il existe un rang Ny tel que Vn= Ny, up+1—up<B=-1<0
Conclure.
C'est absurde car on a supposé que la suite (1) ,eN €St croissante donc Vn, upi1—up =0
4. Justifier I'existence d'un entier naturel p tel que upi1 <up

La négation de la suite (up),en est croissante CaD de Vn, upy1—up, =0
Clest : Il existe peN tel que up+1 <up

Puis démontrer que : Yn=p, ups1 <up

On montre par récurrence (a partir de n=p )Heps 1 Upt1 < Up

Initialisation n=p
Fait ci-dessus
Hérédité : On suppose Hc<p>
1 1
Ona:upt1=Vun+——<\uy_1+—.Donc Heyi> est vraie
n+1 n
:un
5. En déduire que la suite (1) en converge.

La suite (un)pen est décroissante a partir du rang p
et minorée par 1
et la seule limite possible c’'est £ =1

donc la suite (up)uen converge vers 1.
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Solution de I'exercice 8 (Enoncé)
1. Exemples

(a) Montrer que le célébre complexe j est algébrique.

Comme 1+j+j2 =0, le complexe j est une racine du polynéme P = X?+X+1€7[X]. Donc le complexe j est

algébrique.

(b) Montrer que le réel V2+ V3 est algébrique (plus délicat).
On note 7 =vV2+ V3.
Ainsi V2=r—-+v/3 donc 2= (r—\/§]2 =r>-2v3r+3

2 2 2 4 2

re+1 re+1 rr+2re+1

Ainsi V3 = donc 3= = = 34r2=r*+2r%+1 = r*-10/%+1=0
2r 2r 4r?

Conclusion : le nombre r est une racine du polyndme P = X* - 10X% +1€Z[X].

Donc le nombre r est algébrique.

2. Une minoration utile.

Soit P € Z[X] un polyndme non nul de degré d. On suppose que r =@/} € Q N'est PAS une racine de P.
a 1
Montrer que : ‘P(I_g)‘ > ]

d

Comme P € Z[X] un polyndme non nul de degré d, on a P= Z aka avec ap €,Z et ag #0.
k=0

On a

1<) el

a a\2 a\d
=|ao+ar (§)+aa () ++aa( %) '
_ aobd+a1abd’l+~~+adad
= o
_ Zzzoﬂk“kbd_k _|Entier| |Entier|
- b opd | e

De plus r =4/} € Q N'est PAS une racine de P
donc ‘P(%)‘ #0 donc |Entier| #0

Conclusion |Entier| est un entier strictement positif

donc |Entier| =1 et ‘P(z]) = i
b pd
LA |
3. Le nombre de Liouville. On considére la suite (Sy) définie par VneN, S, = Z Tof

k=0
(a) Démontrer que la suite (Sy) converge vers une limite noté ¢ comme Liouville

Comme VneN, Syi1—Sp= I >0, la suite (S;) est croissante

on+1)!
On a facilement k!'=1.2...k=1.1...1.k =k, ainsi

Sn = < -
f=0 108 {5 10%
=0k
1
T 10n+l 1-0 10
= 1 1 ~ 9
1-—  1-—
10! 101

Conclusion : la suite (Sy,) est croissante et majorée par 10/g donc elle converge
1 10—(n+1)n' _ 10—(p+1)n'

— <
10! 1-10-"

b) Soit n,peN avec 0 < n<p. Montrer que : |S, —S,| =
p p p
k=n+1
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Pour tout k=(n+1),ona k!'=12..n(n+1)(n+2)..k<1.2..n.1l1..1.k=nl.k, ainsi

A | 1
|Sp—8n| = Z 10k! = Z 10nLk
k=n+1 k=n+1, |
=0k
I_Dp+1 I_Dﬂ+1
S1-0 1-0
On+l _gp+l B 10~ (n+D.n! _1o=(p+D).n0!
- o1-0 1-107"
P 1
(c) En déduire que : VneN, [ -8yl < Tont
A la limite quand p — oo, on obtient
10~ (n+1).n! -0
e
1 10—(n+1).n! -0
De plus - = — =...20

4. On va démontrer (avec un RA) que le nombre ¢ est transcendant (Liouville en 1874).
On suppose que ¢ est algébrique, ainsi il existe un polynéme P non nul a coefficients entiers tel que P(¢) =0.
On note d le degré de P.

(a) On admet qu'il existe une constante K tel que Ve [[— 1,0+ 1], |[P'(n| <K

a a a K
Montrer qu'il existe K’ tel que : Si — € Q avec ‘[— —‘ <1, alors on a ‘[— —‘ = —
q q b Q b blZ 5

a a
On suppose que : > €Q avec ‘é—z‘ <l1.
Comme P est dérivable et Ve [[—1,(+1], |P'(0] <K,
on sait d’aprés le TAF que Vx,x'€ [ﬁ—l,é+ 1], |P(x) - P(x")| < K|x— x|
On applique avec x=/ et x' =4/},
. a a
ainsi ‘P(Z) —P[5)| < K‘[— E‘

a 1
Or on sait que P(¢) =0 (car ¢ est racine) et )P(E” = ﬁ (voir question Q2.)

. a a 1
Conclusion : K|[— E| > |P(E)| = 7
D'oll le résultat avec K’ = %
(b) En utilisant Q3c., trouver déduire une absurdité.
Pour tout neN, on a
no1 1 1 1 Entier

S, = S P
n kgb 10k! 100! 10! 10M 10™

L
107 100

Comme |/ -S| <

Donc la minoration précédent est valide, ainsi VneN, <|l-Spls——
P (10m)? " 10mnt T (107)"

Ceci est absurde car (lonl)d nfooo((lon!)n)

Ainsi I'hypothése "le nombre ¢ est algébrique" est absurde
Conclusion le nombre ¢ est transcendant.
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