MPSI Pour Lundi 20 Janvier.

DM 15 Morphisme Dimension.

010
Exercice 1. [Correction] Soit J la matrice J =] 0 0 1
1 0 0

On note & = (?,7,7(}) la base canonique M3 (R).
Soit f I'endomorphisme de R? définie par : Vﬁ € M31(R), tel que f(ﬁ) = Jﬁ

x

— . , —

Pour tout vecteur ¢ = (x,y,2) € R3, on note T = y | la matrice des coordonnées du vecteur t.
z

Partie | Soit @ = (1/,/3,1/,/3,1/,/3) et Q I'ensemble des vecteurs de R* qui sont orthogonaux 3 @

1. Montrer que Q est un plan vectoriel (CaD ssev et dim=2) et que @ est stable par f.

— -
2. Onpose b =(1,71/9,=1/9)et @ =T A b.

(a) Vérifier que (7,7) est une base de Q.

(b) Décomposer f (?) et f () sur le vecteurs ?,?
Trouver un réel 0 tel que : f (?) = cosG?—i—sinG? et f(?) = —sinﬂ?—i—cos@?

(c) Interpréter géométriquement la restriction de f au plan Q.

Partie Il On définit ainsi les matrices colonnes a coefficients complexes X7 = \/32, Xy = § + 18 et X3 = § — 1 8
—= = = - = =
De plus on désigne par P = (Xl | Xo |X3) la matrice carré d'ordre 3, qui regroupe les vecteurs X7, Xo, X3

1. Calculer P en fonction de j et j2. Rappel : j est le célebre complexe..
2. Soit P la matrice dont les coefficient sont les conjugués de ceux de P.

Calculer PP en fonction de la matrice I. Que peut-on déduire de ce calcul ?
_>
3. Pour i € {1,2,3}, calculer J?i en fonction de X;.

Exercice 2. [Correction] Soit n,k € N. On considére les fonctions fj et gy définies par
fr : x> cos (kx) et g, :a— cos® (x)
En particulier fy et gg sont les fonctions constantes égales a 1.
On définit de plus F,, = vect (fo, f1,--s fn) €t Gy, = vect (9o, 915 - Gn)
1. Le cas particulier n = 2.
(a) Démontrer que (fo, f1, f2) est une base de Fy. En déduire dim Fs.
(b) Démontrer que (go, g1, g2) est une base de G5. En déduire dim Go.
(c) Démontrer que : F; = Gs
2. Dimension de G,,.
Montrer que la famille 4 = (go, g1, ---, gn) est une base de G,, et calculer dim(G,,).
3. L'inclusion F,, C G,.
(a) Pour pour k € {0,1,2,...,n}, justifier qu'il existe un polynéme T}, de degré < k tel que V8, T} (cos @) = cos(k0)
(b) En déduire que : F,, C G,
4. Dimension de F,.
On sait que la famille 4 = (g0, g1, ..., gn) est une base de G,, et que pour pour k € {0,1,2,...,n}, fr € G,
on note (7;: le vecteur des coordonnées de fi dans la base ¢

(a) Justifier que le polyndéme T}, est de degré k.
(b) En déduire que la famille ([75, s ii) est libre puis que dim(F,) =n+1
5. Conclure que F,, = G,,.
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Cet exercice propose une nouvelle démonstration du théoreme des EDL2.
Il est original (pour la sup) et plutot différent de d’habitude.

Exercice 3. [Correction] Soit a: R — R et b: R — R deux fonctions € fixés.

On consideére |'équation différentielle E.
VezeR, vy (z)+a(z) ¥ (z)+b(x) y(z)=0
Le but de cet exercice est de décrire les solution de E.

On suppose qu'il existe deux fonctions f, g telles que

f est solution de I'équation différentielle et f (0) =1 et f'(0) =r
g est solution de I'équation différentielle et g (0) =1 et ¢’ (0) =+’
avecr #r'

Soit y une solution I'équation différentielle E
1. Montrer que S I'ensemble des solutions de I'équation différentielle E est un ssev
2. On définit sur R la matrice W () et le réel w ()

W (x) def < ;,((?) gg/((a;)) ) et w(z) = det [W (m)] note Kulturelle : W c'est le Wronskien

(a) Montrer que w est solution d'une EDLI.
En déduire une expression de w(x) pour z € R.

(b) Justifier que : ¥z, la famille <( J{C,((i)) ) < 5,((9;)) )> est une base de R2.

3. Etude des coordonnées

(a) Montrer que : V z, il existe A\, et p, tel que ( :;yg(x) ) =z ( /() ) + ( gg(m) )

(b) Justifier que les fonction A : z — A (z) = Ay et p:z— p(x) def g SONt €.
(c) Montrer que V. z, N (z) =0et i/ () =0
4. Conclusion
(a) Déduire des calculs précédent que y = CL(f,g) -
(b) Montrer que (f,g) est une base de S et ainsi dim S =cardinal ( base ) = 2

Tt

Si on applique ce résultat avec des fonctions constantes a et b et les fonction f(t) = " et g(t) = "'t avec r,7’ les
ppliq g )

solution de I'équation caractéristique X> +aX +b=0
On obtient une nouvelle démonstration du théoréme sur les ED L,



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
Partie |

_ 11 1 , _ .
Soit @ = ( ) et Q I'ensemble des vecteurs de R* qui sont orthogonaux 3 .

V3 V3 V3

1. @ est un plan vectoriel ?

T -1 -1
Onaﬁe@<:>7~720<:>La:—&-L —&-12—0{:)U—<y>— ( 1 >—|—z< 0)
V3BT ) .

—1 —1
Donc Q = vect << 1 ) , ( 0 >> ainsi @) est un plan vectoriel
0 1

(Q est stable par f7?
On suppose que ¥ = (z,y,2) € Q

On doit montrer que f() = Jﬁ €qQ

A faire.
2. On pose?: (1,_717_71) t T =TAD.
(a) On trouve que @ =@ A b= (0, _T\/g’ ?)

(?7 ?) est une base de Q7

la famille est libre (car # 0 et non//), dans @, cardinal=2 et dim(Q) = 2
Donc c'est une base de

— —
(b) Décomposer f ( b) et f () sur le vecteurs b, .

On a
~1/2 1 1 . 0
U NEATTERITEN
1 —1/, ¢§/2
—V3/ 3 1 . 0
et f(?): ( V3/s ) = { < -1/, >+2 ( -V3/, >
0 71/2 \/5/2
Donc 6 = 2% convient car cos (2%) = _71 et sin (2%) = ?

(c) Interpréter géométriquement la restriction de f au plan Q.

. . . , 2T
On fait un dessin et on constate que f est la rotation d'angle 6 = 5

Partie 11
1. Calculer P en fonction de j et j°.

1 1 0 1 1
ona)ﬁ—<1 ),)@—?ﬂ'ﬁ—(—l/z >+z< /s )—(f > et)ﬁ—?—iﬁ—( j )
1 ~1/, 3/, j i
1 1 1
AinsiP=1[ 1 4%
(1 J j2>

2. Calculer PP en fonction de la matrice I. Que peut-on déduire de ce calcul ?
1

On trouve PP = 33 Donc P est inversible et P! = gﬁ
_>
3. Pour ¢ € {1,2,3}, calculer J X; en fonction de Z
N
OnaJX; =X et
— i’ 1 —
IXe=| j | =i 5| =%
1 J

- =
et de méme JX3 = jX3.



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Le cas particulier n = 2.

(a) Démontrer que (fo, f1, f2) est une base de F5. En déduire dim F.

Comme F, = vect (fo, f1, f2), la famille est génératrice.

Libre? On suppose que : a fo +b fi +cfo=0C

On va montrer quea=b=c¢c=0
OnaVz €R, a+bcos(z)+ ¢ cos(2z) =0
Japplique avec z =0,z =7T/9 etz =7
Ainsia+b+c=0,a+0—c=0eta—b+c=0
Conclusion : a=b=¢=0

Ainsi la famille est libre et génératrice donc c’est une base et dim F» = 2.
(b) Démontrer que (go, g1, 9g2) est une base de G2. En déduire dim Gs.

Comme G2 = vect (go, g1,92), la famille est génératrice.

Libre? On suppose que : ago +bg1 +cga =0

On va montrer quea=b=c=0

OnaVzeR, a+bcos(z)+ ¢ cos’(z) =0

J'applique avec £ = 7/9 , ainsi a = 0

J'applique avec x =0 et x = 7,

Ainsib+c=0et —b+c=0
Conclusion : a=b=¢=0

Ainsi la famille est libre et génératrice donc c'est une base et dim G2 = 2.

(c) Démontrer que : F> = G2
On fait que F» C G2 avec I'optimalité du vect puis que F» = G2 avec les dimensions

On sait que G est un ssev. De plus

> fo=go0 € G2
> fi=g1 € Gz

> fo = cos(2x) =C0C—858=2cos’c—1=2¢> — go € Ga
Ainsi F> = vect (fo, f1, f2) C Ssev = G2
On a maintenant F» C G2, dim(F>) = 2 = dim(G2)
Conclusion : F» = G2
2. Montrer que la famille 4 = (go, g1, ..., gn) est une base de G, et calculer dim(G,,).

La famille est génératrice.
n

Libre ? On suppose que : Zak g =20.

k=0
n n
k k
Pour tout z, on a g ar cos”(z) = g ar 0 =0.
—_
k=0 =gk (z) k=0

n
N C N k
A cause de la rigidité des polynémes, on a E ar X" =0
k=0
Conclusion : Le polyndme est nulle, ses coef sont nuls, la famille est libre.

Ainsi la famille est libre et génératrice donc c'est une base et dimG,, =n + 1.



3. L'inclusion F,, C G,.
(a) Pour pour k € {0,1,2,...,n}, justifier qu'il existe un polynéme T}, de degré < k tel que V0, Tj(cos @) = cos(k@)

C'est la "théorie" des polyndmes de Chebychev

Théorie/Méthode Directe Théorie/Méthode par récurrence

Ona On Consideére la suite de poly (T},) définie par

cos(nz) = Re ((¢)") To=1,Ti =X etVneN, This=2XTni1 — Tn

On a "facilement" par récurrence que :

n/2
_ (27;) (—1)(cosz)™ (1 - cos® z)” ¥n €N, T,(cosz) = cos(na)
=0 CCL : T3, est un polyndme qui convient
n/2
CCL: T, = Z <2n)(1)pX"_2” (1—X?)” est un po-
p
p=0

lynéme qui convient

(b) En déduire que : F;, C G,
On fait que F,, C G, avec |'optimalité du vect

On sait que G, est un ssev. De plus
> fo=go € Gn
> fi=g1 € Gy
> fr = cos(kz) = Ti(cosz) = CL € G,
Ainsi F,, = vect (fo, f1, ..., fn) C Ssev = Gy,

4. Dimension de F),.

(a) Justifier que le polyndme T}, est de degré k.

Théorie/Méthode Directe Théorie/Méthode par récurrence
n/2 On fait par récurrence T, est de degré n
Le polynéme T, = Z n (—1)PX" %P (1 — X2)p est R "
‘ 2p CaDH<n>iTn=£|X + -
p=

de degré n 11! #0

Ce n'est pa si facile que cela a justifier.

(b) En déduire que la famille (ﬁm e U—;) est libre puis que dim(F,) =n+1

—

Comme deg(T%) =k, on a Ug = (*1, ..., 0,..,0)

*k
—_
#0

— —
Ainsi la famille <Uo, ..,,Un) est en escalier donc libre.
Conclusion : la famille (fo, ...fn) est libre, géné donc c'est base donc dim F,, =n + 1
5. Conclure que F,, = G,,.
OnaF,CGpetdimF,=n+1=dimG,

Conclusion : F, = G,,.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Facile 0 et CL.

2. (a) Montrer que w est solution d'une EDL1. En déduire une expression de w(z) pour = € R.

On a w(x) = det {W (m)} = f(z) ¢'(z) — f'(x) g(x), ainsi

Vo eR, w'(z) = f'(x) g'(2) + f(z) " (z) — f'(x) g(a) — f'(z) ¢ (x)
= f(x)g"(z) = f" (=) g()
Or on sait que f, g sont solution de y" + a(z)y’ + b(z)y =0
= f(x) [~a(x)g' —b(z)g] — [~a(z)f = b(x)f] g(z)
= —a(x) [f(z) g (x) — ['(x) g(2)]

= —a(z)w(z)

Donc w est solution de 'EDL1 y' + a(z) y = 0 et on sait d’aprés la théorie des EDL1
que Vz € R, w(z) = K exp(—A(z)) avec A(z) une primitive de a(x)
Enfin pour w(0) =7 —r, donc K = (r' — r) exp(A(0)) # 0
L . f(x) g(z) 2
b) Justifier que : Vx, la famille , est une base de R”.
(&) ] (( 7@ )\ g
Pour tout : Vz, det (W(x)) =w(z) = K exp(—A(z)) #0,
donc la matrice W (x) est inversible ou bien la famille f/(a:) , gl(:c) est libre.
[ g'(z)
3. Etude des coordonnées

(a) Montrer que : V z, il existe \; et p, tel que ....

La famille f/(x) , g/(ac) est libre dans R? et cardinal=2 et dim R® = 2. Donc c'est une base.
f(@) g ()

De plus Pour tout z € R, on a ( :?;(I) > e R?,

donc il existe A, et u, tel que < 5,((2)) ) =Xz ( j:/((i)) ) + pa < 5,((5?) >
A

(b) Justifier que les fonction X : x —— X (z) = Az et p: z — p(z) d:Ef,LLz sont €.

On va expliciter A\, ey puz. On a

Comme det (W (x)) = w(x) # 0, la matrice W (x) est inversible et W (z)™ " = ( gl(,x —9()

Conclusion : ( 2: ) =W(x)™" ( ;J’((i’)) >

CaD A;, puo s'exprime a I'aide de fonction €°*° donc Ay, u, sont €



(c) Montrer que ¥V, X' () =0et ' () =0

On dérive I'égalité ( 5,(?) ) =Aw( J{((ﬂ;) >+W( gg,((a;)) )

L V@) f) f(x) o 9(x)
Ainsi on a : ( y//(m) ) =Xz < f/({B) ) + Az ( f"(m) > + Uy ( g'(m) ) + o (

> On utilise "' = —ay’ — by et f' = —af’ —bf et ¢" = —ag’ — bg, ainsi

Y v f f (g q
()t () on( o2

> Oron sait que : y = Aof + pteg et ' = Ao f’ + peg’, donc il reste

(5)-(£)(5) () ow(4)

> Or on sait que : ¥ = Ao f' + pzg’, donc il reste

o\ _ f (0] , g (0]
(6)=e(F)n(8)e(5) ()
Conclusion:)\;< J]:' )+,u;.< gg, >—(8>et la famille (< ¥ >,< 5, )) est libre

Ainsi A, = u,, =0

~

4. Conclusion

(a) Déduire des calculs précédent que y = CL(f,g) .
Comme Vz € R, X' (z) =0 on a que : \ est une constante, CaD X, = \.
De méme p est une constante, CaD u, = p.
Conclusion : Vz € R, y(z) = A\f(z) + pg(z), CaD y = Af +ng=CL(f,g).
(b) Montrer que (f,g) est une base de S et ainsi dim S =cardinal ( base ) = 2
Conclusion : la famille (f, g) libre (car # 0 et non //) dans S et génératrice
Donc c’est une base de S et ainsi dim S =cardinal ( base ) = 2



