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1 Dominée, négligeable et équivalent.

1.1 Dominée, négligeable et équivalent.

Définition 1. Petit "0", Grand "O"

Soit (Ltn) neN €t (l/n) neN deux suites. on suppose que la suite (vyp) neN ne S'annule pas a partir d’un certain rang.

> On dit que le nombre u,, est négligeable devant v;, quand n tend vers co

Ssi Quotient =

Petit Up
= —— 0
Gros Vyp N—oo

On notealorsu, = o(vy,) etonditque: u, estun petit "o"dev,,.
n—

o0

> On dit que le nombre u,, est dominé par le nombre v}, quand » tend vers oo

. . Petit .,
Ssi Quotient = — est majoré

Gros

a partir d'un certain rang

il existe K et Ny tel que
Vnz Ny, |ugl < K|vyl

On notealorsu,, = O(vy) etonditque: u, estun grand "O" de v,,.
n

—00

Laxe de hiérarchie ‘
petit

Gros

> u, =0(v,) < uy, se situe a une position strictement inférieur a celle de v,,.

> up = 0(v,) < uy, se situe a une position inférieur ou égale a celle de v;,.

Remarque : uy, se situe a la méme position que v,>==< U, ~ v,




Chapitre 20 : Développement limité.

Définition 2. Equivalent, Partie Principale
Soit (un) neN €t (l/n) neN deux suites. on suppose que la suite (vyp) eN he S'annule pas a partir d’un certain rang.

> On dit que le nombre u,, est équivalente a v, quand n tend vers co

. . Up
Ssi Quotient=— ——1
v, h—oo

On notealorsu, ~ v, etonditque:lenombre u, estéquivalenta v,.
n—oo

On n'est jamais équivalent a0 ou d oo

Uy { = u, ey f+o(1)

n—oo o0

— unn:ooéLorsqueé;éOet[;éoo

Lorsque u, —— 0 ou oo alors le nombre u;,, se rapproche de 0 ou co avec
n—oo
une certaine vitesse et ['équivalent mesure cette vitesse.

> La partie principale d'une expression est un équivalent normalisée, CaD
Un équivalent de la forme K.inx)%.x".e”* OU K.(Inm)%nb.r"

Théoréme 3. Formulaire sur les petits "o", grands "O" et 1+0(1)

o(1) c’est un TRUC qui tend vers 0.

> Les produit se "regroupent”,
CaD xo0(x?) = 0(x®) = x3 0(1) ou 0(x®) 0(x?) = 0(x)

> Sinon on "garde" le plus gros
20x)-30(x%) = ox?) et 20@H-30(% = o
x—0 X—o00

0(x2++x3+0(x2)) = o(xz)
x—0

o(truc
> Attention : # C’est une FI!!!!!
o(machin)

0 (1) c’est un truc borné.

Le formulaire est le méme que pour le petit "o".

[1+ 0(1)] c’est un TRUC qui tend vers 1.

[1+o0oMI[1+o0(1)]
(1+o(1)]

—[1+0(1)] tn = vp[1+ 0] = uy ~ vy

>[1+oM®=[1+00)]
>1n([1+o(1)]) = o(1)

> el1HoT = ol g0 — 511 4+ o(1)]
[

—el=1

La formule de Stirling : n! = (g)n Vorn [1 + 0(1)] e Vnn (ﬁ)n

—00 e

2/17
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1.2 Exercices
Exercice 1.

1. Réécrire les sommes en les ordonnant par ordre décroissante de domination,

CéD (Le plUS g OS) + (le 2+|é| [S p|US g OS)+
1 1 hl” n
\/_

1+ =
vn 2" nyn n?

> n+n(lnn)2+%+n2vlnn+nzlnn+o(\/ﬁ):
n

> In(n) +In(n?) +1n(i) +(nn)?=
n

NG

2. On suppose que x — 0. Réécrire les sommes en les ordonnant par ordre décroissante de domination.

1
> —2+lnx+o 5
X X X

1 1 1
—|+3+x+—+o0|—|=
X
> x+xInx+o(x*Inx) +x*+o0(x*) =
3. On suppose que x — +oo. Réécrire les sommes en les ordonnant par ordre décroissante de domination.

1
> —2+lnx+o
X

7] rarxe Zrol3)
—|+3+x+—+o0|—|=
x2 X x

> x+xInx+o(x*Inx)+x*+o0(x%) =
Exercice 2. Déterminer le petit "o" final.

el

n

n 1
o (2_”) -20 ( 2
o(lnn) - %o(ln2 n) +o(In(n?)) =
Quand x—0 =
x0(x*) +o(vx)o(x}) +e**0(1) ={ Quand x — +o0 =

Quand x — —oco

Exercice 3. [Correction] Déterminer un équivalent pour chacune des expressions suivantes

g ( n ) n@n?+n+1) sin(/y25) In(2" +3™)
sin , » ’
2n+2 In(2n3 +3) arctan 2/ ) V2n?+n+1

Exercice 4. [Correction] Déterminer un équivalent de

fx)=2%en xy=0, xp =+00, X9 =—00, Xg =1 et plus généralement en xo = a.
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Exercice 5. [Correction] Déterminer un équivalent pour les expressions suivantes puis donner la limite

nn+1) nd+2n%-n In(n*+1)
2 (n+1)(n2-n) n+l
4x3 - x2—x 43— x2—x sin(x)
_— ~ _—  ~ tan(x) = ~
(2x+1)(x2 —x) x—0 2x+1)(x2 - x) x—o0 cos(x) x—0
2ln(1 + 1/
2" sin(l) ~ nnQr i)
21 n—oo tan(7/, ) n—oo
In1+e*) ~ In(1+e*) ~ In1+e*) ~
X—+00 x—0 X—=00
A-Inx)(x+2) . .
_ ~ In(1+x) +sin(x) ~ In(1+ x)+sin(x) ~
1-x)In(1+ x) x—o0+ X—+00 *—0
1 7 5 1 7 5
M - M In(n+1)-In(n) ~
n—oo

xX2+1  x—+o0 x2+1  x—0*

. 2n
Exercice 6. [Correction] Pour neN, on considére u, = ( )
n

En utilisant la formule de Stirling, déterminer la partie principale de u,

2 LesDL.

2.1 Existence et DL classiques.

Définition 4.
Soit f une fonction définie au voisinage de 0, caD sur] - a,al avec a> 0.
On dit que f est admet un DL,(0), CaD un développement limité a l'ordre n en 0
Ssi il existe des constantes ay, a1, ..., a,, tel que

fx :an+a1x+ as X° + ..+ an x" + o(x™)
x—>

Vocabulaire : Dans un développement limité (DL), les puissances sont des entiers positifs,
sinon cela s’appelle un développement asymptotique (DA)

. 2 . X X x2 2
Exemple et interprétation: Ona e = 1+ 1 + o +0 (x )
X— . .

Cela signifie qu’autour de 0 et avec une précision, un grossissement, une pixelisation égale a x?,
2
. y ooz " " X X
iln’y a pas de différence "mesurable" entre e* et 1 + I + o

. . x X .
MAIS on sait que e” et 1 + T + > ce n'est pas égale



Chapitre 20 : Développement limité. 5/17

Théoréme 5. Le théoréeme de Taylor-Young sur l’existence des DL.

Soit f une fonction €*° de [- A, A] a valeurs dans R

alors la fonction f admet un développement limité d’ordre 7 en 0.
x2 x"
De plus le DL est de la forme h(x) = h(0)+H' (0)x + h”(O)E 4+ + R 0)— + 0(x™
xX— . n:
C'est le théoréeme de Taylor-Young

Voici les développements limités des fonctions classiques en 0 a 'ordre n, CaD les DL, (0).

2 x3

X
exp(x) xiO 1+ ﬁ + 5 + y +0 ()Cs) + ou plus longue....
sin(x) = x——3+x—5—x—7+o(x7)+
x—0" 31 51 7 ST

1
— = 1-x+ - +0(x) + .
1+x x—0
2 3 4
X X X
In(1+x) = x——+=-=—+0(x")+
— 2 3 4
2 3
a X X 3
1+x0)% = 1+ax+a@-1)=+a@-1(@-2)=+o0(x’) +...
x—0 —— 2! —3!
2 termes 3 termes

Complément-Remarque :

Comme la fonction f est supposé €, le DL est encore valide mais avec a (x"*!).
Démonstration. Pour chaque fonction £ : on calcule htk) puis 1) (0) et on utilise la formule

2 n
hx) = h0)+ R O)x+h"0) = +-- + R 0) = + o(x™)
x—0 2! n!

Pour la fonction h(x) = €.
On sait que: VkeN,x, h®(x) = &*
ainsi VkeN, h®(0) = 1.

Pour la fonction /() = cos(x).
Onsaitque: VkeN,x, h® (x) = +sin(x) ou + cos(x)

ainsi VkeN, h@®(0) = (-1)¥ er h?*+D(0) = 0.
Pour la fonction h(x) = sin(x).

Onsaitque: VkeN,x, h® (x) = +sin(x) ou + cos(x)

ainsi Y ke N, 1?9 (0) = 0 et R+ (0) = (-1)F.

1
Pour la fonction h(x) = —.
RASASSSOASSAAAAAE it bl
. (—DFk!
Onsaitque: YkeN,x, hP(x)= ———
q (x) 1+ ok

ainsiVkeN, h®(0) = (-D)F k!
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Pour la fonction /1(x) =In(l + x).
D51 k-1
1+ x)k+l

ainsiVk=1, h¥0) = (=D* ! (k- 1)

Onsaitque:Vk=1,Vx, h(k)(x) =

Pour la fonction h(x) = (1+)%.
Onsaitque:Vk=1,Vx, h(k)(x) =a(a—l)---(a—k+1)(1+x)“_k
ainsi V k=1, h*(0) =al@-1--(a-k+1).

k facteurs

2.2 Troncature, Unicité, Parité.

Théoréme 6.
On suppose que la fonction f aun DL, (0) de la forme f(x) o ap+arx+..+a,x"+o(x"
X—

> Alors on peut tronquer le DL,
CaDon aaussi f(x) :0 ag+a; x+ay X+ o(xz)
X—

> Alors il y a unicité des coefficients du DL.

> On suppose que la fonction f est paire (resp. impaire).

Alors le DL ne contient que des mondémes pairs (resp. impairs).

Démonstration :
) . 3_ 2 3_ 2y ik 3 n ny _ 2 2 2y _ 2
> C’est facile car x° = 0(x“) donc a3 x° = 0(x“), ainsi ag x° + ...+ ap x" + o(x") o o(x“)+o(x°)+....+0o(x°) = 0(x°)
xa

Conclusion: f(x) =ag+ayx+ayx*+az3x>+...+a,x"+o(x") = ap+ a; x+ ap x> + o(x?)

> On suppose que f(x) =, % Faix+a X* + ..+ a, x" +o(x") et f(x) = bo+bix+by x>+ ...+ b, x" +o(x").
X— X—

‘ On va montrer: V k€{0,1,...,n}, ar = by ‘

On utilise 'unicité de la limite
> Avec le premier DL, on a lin(1) f(x) = ap et avec le second DL, lil% fx)=by
X— X—

Par unicité de la limite, on a ay = by = a.

> On poursuit,

(x)—a [ag+a X+ a X2+ ...+ ap x" + 0(x™)] — ag _ B
! = 1 —amtapx+t. .ta,x" T+ox"H) —a
X X x—0
. . , (x)—a
On fait le méme calcul avec ’autre DL et on trouve f— Y b1
X x—

Par unicité de la limite, on a a; = b;.
f(x)—(ap+ a1 x)
> On recommence avec —a
> On suppose que la fonction f est paire, ainsi V x, f(—x) = f(x)
On dérive k fois 1'égalité ainsi V x, (—1)kf(k) (—x) = f(k) (x).
On applique en x = 0 ainsi (—1)kf(k) 0= f(k) (0) et on discute

Lorsque k est impair, CaD ...... Ainsi f(k) 0) = f(z‘”” 0)=0

Donc il n'y a pas de monéme impair
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Exemples
B
> La fonction Sinus est impaire et on a bien : sin(x) = x— 5
X— .
2
> La fonction Cosinus est paire et on a bien : cos(x) = 1- o +
X— .

> La fonction Cosinus hyperbolique est paire et on a bien :

0% (-0 (0!
+ +

e +e " x2 %8
cosh(x) = ———=—|l+x+—+—+
x—0 2 2 21 3!
+ =1+ (=x)+
2 4

2!

1+ o)

2! 4!
2.3 Primitiver un DL.

Théoréme 7. Le théoréeme de primitivations des DL

Soit f une fonction de [—a, a] a valeurs dans R
On suppose que

f est continue sur [-a,a]

f(x) :Oa0+a1x+a2x2+ﬁ(x3)
x—>

—> On peut primitiver le DL sur [—a, a],

AinsionaVxe[—-a,al, F(x) =
X

—0

X
= K +apx+a; —+ay—+0Ox*
K 0 15 23 (x7)

=F(0)
e
De plus la constante K se calcule avec x = 0 ainsi K = F(0) et & (—
L . 1
Application 1 : Lien entre les DL de Tox et DLdeln(1+ x)
X
1 .
x— —— estcontinuesur]—1,1]
1+x
e
On sait que : = 1-x+x2-x3+0uxY
+Xx x—0

= On peut primitiver le DL sur, s 3 4

X X

Inl+x = K+x-—+"=—-"-+0(x")
x—0 2 3 4
DeplusK=In(1+0)=0etVxe]-1,1[, In|1+ x| =In(1 + x),
22 3 4
Conclusion:In(1+x) = x——+— -+ 0"
x— 2 3 4

n ): O(x%).

7117
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Application 2 : Calcul du DL de arctan(x)

X— 5 est continue surR
+Xx
>
X 1
On sait que : 5 = 1-x*+x*-x0+ 0GP
1+ x% x—0

—> On peut primitiver le DL, 3 5 .

N x> x° x 9
CaD arctan(x) = K+x——+——-—+0(x")
x—0 3 5 7

De plus K = arctan(0) =0,
B x> X

Conclusion : arctanx = x— — + — - — + 0 (x°)
x—0 3 5 7

Avec la méme technique, on peut retrouver les DL en 0 de arcsin(x), de arccos(x),....

Application 3 : Calcul du DL de tan(x)

On utilise astucieusement la relation tan’ = 1 + tan?

3 Interpréter/utiliser les DL.

3.1 Interprétation géométrique.

Théoreme 8. Interprétation (géométrique) des DL.

Soit f une fonction avec f(x) = 2+3x—4x>+0(x?).
X—

On a alors
>Le premier terme non nul c’est la PP, ainsi

f =02+3x—4x2+0(x2) = fl) ~ 2

—

>Les termes a + b x donne I'équation de la droite tangente en 0.

fx =()2+3x—4x2 +o(x?) =
X

—

= y =2+3x estl’équation de la droite tangente en 0

Remarque : il est possible que a = 0 ou/et b =0.

> Le signe premier terme non nul apres a+ b x donne la position par rapport
a la tangente.

fx) :02+3x—4x2+o(x2) =
X

—

= y=2+3xestl’équation de la tangente en 0
ET
Comme —4 x? < 0 la fonction est
sous sa tangente au voisinage de 0.

8/17



Chapitre 20 : Développement limité.

3.2 Transfert de propriétés.

Théoréme 9. Transfert de propriétés.

> Calculer les limites
Up ~ Un
n

> Majorer, minorer, encadrer.

On suppose que la Truc> 0.

u, ~ Truc

n—
=
Truc est positif
> Déterminer les signes
u, ~ Truc
n—oo
=

Truc est positif

Démonstration : >Ladémonstration est assez évidente.

Un
Comme uy ~ vy, ona —
Un

1, ainsi
n—oo

il existe Ny tel que

1
Sinz= Ny alors zTrucs u, <2 Truc

La suite (uy) nen est positive
a partir d’'un certain rang.

Up=—.vp—— 1.0
vn n—oo

> Comme on veut montrer une inégalité a partir d'un certain rang, on suit la démarche classique

u 1
Japplique la définition de Quotient = —~ —— 1 avec e = 3 >0

PP n—oo
ainsi il existe Ny tel que Si n = Ny

2

> Il suffit d’utiliser ce qui précede.

4 Exercices

Uup 1 3

1
—=l-e<s— <l+e=1+_-=—
2 2

PP

1 3
= —PP<up<—-PP
2 2

Exercice 7. Donner les développements limités en 0 a I'ordre n des expressions suivantes :

1. e, n=7 2. sin(3x), n=6 —— n=7
1-x2
4. V1+x, n=4 5. , n=4 6. In(1-3x%), n=7
v1i—-x
cos(x In(1-*/9)cos(x
7. e*sin(2x), n=4 (),n:4 9. ( 2) (),n=4
1+x X

Exercice 8. [Correction] Donner les développements limités en x =0 pour les expressions suivantes

In (cos(x))

. X
Vv 1+sin(x) 208

sin(x)

9/17
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Exercice 9. [Correction]

sin(x In(1+
1. On considere la fonction f:x— () 3. On considére la fonction f:x— u

X X

Déterminer }Cil%f(x) et chif,%f’(x) Déterminer chiil(l)f(x) et )lci_f%f’(x)

s L 11

2. On considére la fonction f:x sin(x) x 4. On considere la fonction f:x+— xx ]

Déterminer lim f(x) et lim f’(x) ) _ . ) ,e -

x—0 x=0 Déterminer lln})f(x) et hn})f (x)

x— X—

Exercice 10. [Correction] Donner les développements limités en 0 a I'ordre n des expressions suivantes

1”
1+—) —e
n

1. Déterminer un équivalent de

2. Donner le développement limité de e* 3 I'ordre 3 en 2.
3. Donner le développement limité de In(1+ x) a I'ordre 3 en 2.
4

. Donner le développement de

a l'ordre 3 quand x — 0.

1
sin(x)
Exercice 11. Soit f la fonction définie par I'expression f(x) =V 1+ x+x2

1. Déterminer &, I'ensemble de définition de f.

. . N |
2. Former, en +oo, le développement asymptotique de f a la précision —.
- X

3. En déduire I'existence d'une droite asymptote oblique en +oo a la courbe représentative de f.
Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +co.

Exercice 12. [Correction] Soit f la fonction définie par I'expression f(x) = — o x
sin(x) x

1. Déterminer 2, I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer le DL3(0) de f.

3. Interpréter géométriquement le résultat.

- . xVx2+1
Exercice 13. Soit f la fonction définie par I'expression f(x) = 1
x_
1. Déterminer &, I'’ensemble de définition de f.

2. Déterminer le DL,(0) de f.

Déterminer la tangente a la courbe en 0 et leurs positions relatives au voisinage de 0.
1

3
3. Montrer que f(x) xfoox+1+§+ﬁ(;)

. 1 r*
Exercice 14. Soit f la fonction définie par I'expression f(x) = —f et2dt.
X Jo

1. Déterminer 2, I'ensemble de définition de f.
X
2. Déterminer le DL4(0) de |'expression f e dt.

0
En déduire les DL en 0 de la fonction f.
Peut-on définir f(0)?
Exercice 15. Soit f la fonction définie sur ] —1,+o0[ par :
Vx>-1, f(x)=-cos(x)In(l+x)
En utilisant le DL en 0, calculer f(s)(O).

Exercice 16. Déterminer un équivalent de (n+1)"/7 —n'/7+1 et de sin(x)*"™ — x*
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Correction.

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

/4 _ T
gz [+o] = [1+o]

on sin( ) = 2"+ 0()

n—

N

—00

T
on+2

ln(2n2+n+1) _ Haut
In2n3+3)  Bas

1
or Haut:ln(2n2+n+1):1n(2n2)+1n(1+%) = In@nd)[l+o(1)]
2n n—oo

_ In@n?)[1+0(1)]

n=o0 In(2 n3)[1 + o(1)]

_ In(2) +2In(n) 1+ o0(1)]

n—oo In(2) +3In(n)
2In(m)[1 + o(1)]

nZoo 3In(ml+om) L oW

2 2
= -[l+oM] ~ —
n

n—oo 3 —o00 3

sin(l/\/37,) ~ L/ /a5 [1+0(1)] Vn 1+ o(1)] N
arctan(2/,,) n— 2/, [1+0(1)] 22 n—o0 2,/2
In@2" +3" In3™[1+o0(1 In3 In@3 In@3
n( ) _ n3")[1+ o( )]=nn [+ o0(1)] = n()[1+0(1)] N n(3)
V2nZ+n+1""%® V2n2[1+00)] nv2 V2 n=e 2
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) Rappel : 2* = ¢"®
Quand x>0
ona2¥=eM@ 501 donc2¥ ~ 1.
x—0 x—0
Quand x = £oo
ona?2¥= exln(Z) - exln(Z)
X—00 ’
Quand x 1
ona2¥=2t=poh=9Mn@ _ 5450 ~ 2
n—oo n—o00
Quand x—a

on a 2x:2a+h :2u.2h :Zu.ehln(Z) — 2a[1+0(1)] ~ 24
n—oo n—oo
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

nn+1)  nn[l+o(1)]

2 n—oo 2

n+2n2-n _ n3[1+0(1)]
(n+1)(n2 - n) "~ p[l+o)].n2[1+o(1)]
Inm*+1) InmH1+0Q)] 4lnn)
n+l | nlltoM

=1[1+o0(1)]

[1+0(1)]

4x3 - x2—x _ (=x)[1+0(1)]
Cx+1)(x2 — x) n—o0 (D[ +0(D)](=x)[1+o(1)]
ax3-x?-x 4x3[1+0(1)]
2x+1)(x2 - x) n—~o0 2x[1+0(1)])(x2[1+ o(1)])
sin(x) x[1+0(1)]
= =x[1+0(1)]
cos(x) n—oo 1[1+ o(1)]

=1[1+o0(1)]

=2[1+0(1)]

tan(x) =

(T 7
on sm(2—n) p o2 g1+ 0] =71+ 0(1)]
n?In(1+1/,)  n?l/, 1+o)

=11 [1+0(1)]

tan(7/, ) n—co T/, [1+o0(1)]

Ind+e*) = InEeY)[1+o01)]=x[1+0()]

X—00

In(1+e") =0 In(1+ €% [1+o01)] =In@)[1 +o(1)]
x—

In(l+e*) = e*[1+0Q)]
X——00

\/(l—lnx)(x+2) ¢ (~In®) @)1 + o(1)] \/—ZInx
- . [1+0(1)]
1-xIn(1+x) x—0\ (1[1+o0M)])(x[1+0(1)]) X

In(1 + x) + sin(x) o In(x)[1+ 0(1)]

In(1 + x) + sin(x) =0 [x+0(x)]+[x+0(x)]
X—

= 2x+o0(x) ~ 2x
x—0 n—oo

In(x” + ¥/) In(x)[1+0(1)] 7lnx

x2+1  x—00  x2[1+0(1)] x2

7.5 v
G+ B ‘“(ﬁ”“’mL@““’(m

X241 x—0 1[1+4+0)]

[1+o0(1)]

In(n+1)-In(n) =ln

1 1
1+—) = —[1+o0(1)]
njn—oon

Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

(@)Z”r 21+ o(1
(2”):(2n)! _ ¢ e 2 (1+o(1)]
n) ot nme (M7 i o) (2) Vari + o) VIR
e e
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Solution de I'exercice 8 (Enoncé) Ce sont des composées

ln(cos(x)) =

X—

xz .x4 4
Injl1-—+ — +o0(x%)
0 20 4
=In(1+0)

02 o’ 3
=0-—+—+o0(")

2 3

xz x4
avec O=—-——+—+o0(x
21 4l
A
2=+ 0(x4)
03 =o(xh
o(@3) = o(x%)

4)

4
4
— +o0(x
= —x—2+x—4+0(x4) —4—()+0(x4)+0(x4)
21 4! 2
2
X
-4t
2! 4! 8

T ¥ %0
1+sin(x) = 1+x__+_+0(x5)
x—0 3! 5!

=v1+0O
1 1
=1+-0--0%+0(@?
2 8

3 5

X X
avec O=x——+—+o0(x
3! 5!

2= 52 _ x4

o(@%) = 0(x?)

1 ¥ X0 1
=1+—(x——+—+0(x5))—§( 2_x4

-1 -1
_+_
6 6

+ o(x5)) + o(xz)
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X B X
sin(x) x—0 o X
- =+ = +o0(x°)
3! 5!
_ 1
. 22 4 .
—E'FE'FO(X)
1
T 1+0
=1-0+0%+ 0@
2 x4 .
avec O=—-—+—+o0(x")
?31! 5!

2= 4 outh
o(0%) = o(xh

ST e I I 2B IS

= Y 51 olx 36 ox olx
2

:l—x—+x4[ ! 4)

_i_}_(
3 olx

120 26

4

2

x* x

W = expl1- + = +o(xh
x—0 20 4!

=el x2+x4+ 4
=e exp “atu o(x”)
=ee"

2

d 2
=e 1+D+7+0(D)

2 x4
avec O=—-——+—+o0(x
21 4!
o
0% =" +o(xh

o(0%) = o(xh

4)

2ot

4

(x2 x 4) ( ) 4

=e|l+|[-—+—+0(x") |+ ————+0o(x7)
20 4 2

e 1 1 4
:e—ix +x'el —+—-[+o(x)

24 8
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Solution de I'exercice 9 (Enoncé)
sin(x)

1. On considére la fonction f:x—

_ sin(x) X

Fe T X[1+o0()]

=1[14+0(1)]——1
x—0

sin(x)

d
Tey —
f(x)_dx

X
B cos(x)x —sin(x)
x2

(1 - ’5—? + o(xz)) X— (x— ’é—? + o(x?’))

= =
-1+ 8 [F ] ro0®
= =?x+o(x)—>0

x2 x—0
. . 1 1
2. On considére la fonction f:x— — - =
sin(x) x
1
fo= sin(x) T x
3
_xmsin _ X [x- ot gaoud) =X+ o) —0
T Txsin | xxll+o]  R2i+oml 6 R0
O B
fx= dx | sin(x) x
B cos(x) i
T sin?(x) 2
_ —x2cos(x) + sin? (x)
- x2 sin?(x)
—x2 (1 — E—? + o(xz)) + (x2 - %x“ + o(x4))
- x4[1+0(1)]
_x4[%—%]+0(x4)_ 1 Lt ol 11
A1+ o] 2 3T 27376

In(1+x)
X
Déterminer lim f(x) et lim f’(x)
x—0 x—0

3. On considére la fonction f:x—

4. On considére la fonction f:x—

et -1
Déterminer lim f(x) et lim f’(x)
x—0 x—0
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Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

1. Ona
n
1+ L) C o enn(1+3) _,
_ i maraetolh)
1 1 1
At ]
=eed —e
02 )
=e 1+D+7+0(D) -e
avec D——L+#+o(%)
2__ 1 1
0 =~k + o)
00 = o)
(1_ 1 1 1 +0(1))—e
2n 3n2 82 n?
_—e+ 5e +0(1)
T 2n 24n2 n2
2. Ona
24h _ 2 h h* 2 2 e*h? 2
X =?th = g2l = g2 1+h+2 +o(h®)|=e?+e2h+— o +o0(h?)
3. Ona
h
Inl+x)=In(1+2+h)=In@3+h)=In 3(1+§
h
:1n(3)+ln(l+—)
3
ho 0% 2
=In@)+ = - —+o(h
n()+3 2+o( )
h o h? )
=1 o nh
n(3)+3 18+a( )
4. Ona
1 1
sin(x) x—’é—%+ 0(x5)
_ 1
x[l—’é—é—+o(x4)]
11
T x1+0

i(l—D+D2+o(D2))

X 4
— +olx
36 (x%)

+o(x4))

+o(x )

+

1l
==
—_—
s
|

+ o(x4))

1
_+_
120 36

X 3[ -1 1
—+X + —
120 36
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Solution de I'exercice 12 (Enoncé)

1. La fonction n'est pas définie en 0.

2. Ona

1 1 1
fx) == - s T a3 s T
sin(x) xx—’°x—%%+o(x5) X
B 1 1
x[l—g—?é—‘:+o(x4)] X

11 1

T x1+0 x

1 1
:—(1—D+D2+0(D2))——
X X

Lo 202 o] | 2 oty + o0t - 2
=—(l1-|-—+—=+0(x — +to(x ox®)|——
X 3! 5! 36 X
1 x% - 1 1
= |1+ = +x | —+ = | +oxhH|-=

X 6 120 36 X

X -1 1
=248 —+—=|+0x®

6 120 36

3. La fonction se prolonge en x =0 avec f(0)=0

X
Le graphe admet une tangente en x =0 d'équation y = re

-1 1
— + —_—
120 36

Comme

>0, le graphe de fonction f au dessus de sa tangente en 0% et en dessous de sa tangente en 0~

17717
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