MPSI TD 22 Limite(s) Jeudi 13 Mars 2025.
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Exercice 1. [Correction] Soit la fonction f définie par f (x) :/ €77t on sdmet que 1 est bien définie et et crossante sur B 4
0

2
1. Démontrer qu'il existe A > 0 tel que : Sit > A, alors e™!" < 3.e™ .

2. En déduire que lim f(x) existe et est finie.
xr—r+00

Exercice 2. [Correction] On va démontrer In(z) = o(/z)
T—r00
1 1
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que V¢ > A, n < ey

2. En déduire qu'il existe une constante K > 0 tel que : V& > A, In(z) < K +z'/°
3. En déduire que : In(z) = o(¥x)
Tr—r o0

Exercice 3. [Correction] Classique

1. Soit f une fonction avec f(r) —— £ et vérifiant Vo € R, f(22) = f(z)
xTr—r 00
On considere la suite (uy,)nen définie par ug =2 >0 et Vn, upt1 = 2up,

(a) Montrer que la suite (u,)nen diverge vers +0o. En déduire la limite suite (f(uy,)).
(b) D'autre part, montrer que la suite (f(u,)) est constante et déterminer sa limite.

(c) Justifier que la fonction f est constante égale a /.

1
2. Soit f une fonction avec f(z) —— ( et vérifiant Vo € R, f(z) = f (33 + 3)

.. 1
(a) On considére la suite (up)nen définie par ug =z > 0 et Vn, uyy1 = 3 ln + 3.

Montrer que la suite (u,),en converge vers 6.

(b) En utilisant la suite (un)nen, montrer que la fonction f est constante égale a f(6).

Exercice 4. Soit a € R et f une fonction définie de R a valeurs dans R

On suppose que Vo € R, f(2z) = f(x)cosx et que f(z) — ¢
rT—r

1. Montrer, par récurrence, que : Vz € R avec z 20 mod [r], Vn € N

2. Déterminer f (z) puis la fonction f
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Exercice 5. [Correction] Soit la fonction f définie par f (x) :/ €71t on admet que £ est bien définie et est croissante sur .
0

1. Démontrer qu'il existe A > 0 tel que : Sit > A, alors e=!" < 3.e7".

2. En déduire que lim f(x) existe et est finie.
r——+o0

Exercice 6. [Correction] On va démontrer In(x) = o(/x)

1 1
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que V¢ > A, n < ey

En déduire qu'il existe une constante K > 0 tel que : Va > A, In(z) < K + z'/°
2. En déduire que : In(x) = o(/x)
Tr—r00

3. Bonus : Démontrer que : Si a > 0, alors In(z) = o {/x)

Exercice 7. [Correction] Classique

1
Soit f une fonction continue sur R et vérifiant Vo € R, f(x) = f <2x + 3>.

. 1
1. On considére la suite (up)nen définie par ug =z > 0 et Vn, tuyqq = 2 Un + 3.

Montrer que la suite (uy,)nen converge vers 6.

2. En utilisant la suite (uy,)nen, montrer que la fonction f est constante égale a f(6).

Exercice 8. Cesaro pour les fonction.
1 x
Soit f une fonction € sur R. On considére la fonction F' définie par : F(x) = —/ f(t)dt
T Jo

On suppose que f(t) — 0.
Tr— 400
On fixee >0
1 1
1. Montrer qu'il existe C, A > 0 tel que : Sit > A alors — [C — (z — A)e] K F(t) < = [C + (x — A)e]
xr T
2. En déduire qu'il existe A’ > 0 tel que : Sit > A’ alors —2¢ < F(t) < +2e.
Que peut-on conclure?

Exercice 9. Soit a € R et f une fonction définie de R a valeurs dans R

On suppose que VY € R, f(2z) = f(x)cosx et que f(z) —5 ¢
r—

1. Montrer, par récurrence, que : Vo € R avec £ 20 mod [r], Vn € N

x 1 sinxzx
f (@) _f<27) 27"5111%

2. Déterminer f (x) puis la fonction f



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

2
At 0 avece =3 > 0.
t—o0

1. On applique la définition de e~

2. On intégre sur [A, z]. On en déduit un majorant f au voisinage de +o0.
De plus la fonction f est croissante au voisinage de +oc.

Le théoréme de la limite-monotone, permet de conclure que lim f(x) existe et est finie.
T —+o00

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. On considére Q(t) = ll/t .
/¢
On applique la def de Q(¢) — 0, Ainsi ....
2. On integre l'inégalité sur [A, ],
Ainsi ......

41
Puis on ajoute / n dt
1

3. Onapourtoutz > A

Et on finit On finit avec les gendarmes

Conclusion : In(z) = o(Yx)

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

1. Pour tout z, on a facilement u,, = 2" £ —— oo0.

n—oo

On étudie la suite f(un)
> D'une part : f(un) = f(2"2) —— ¢
n— oo
> D’autre part : On applique I'égalité "V € R}, f(2z) = f(z)" avec z = uy,
Ainsi f(un) = f(tnt1).

Donc la suite (f(un)) est constante et converge vers f(ug) = f(x)

Par unicité de la limité f(z) = £ pour tout = € R’}

. 1 1
2. On considére la suite (un)nen définie par up = z et, Vn € N | upq1 = iun —3
Puis on étudie la suite f(un)

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

2
s 0avece=3>0.

t—o0
2. On intégre sur [A, z]. On en déduit un majorant f au voisinage de +oo0.

De plus la fonction f est croissante au voisinage de +oc.

1. On applique la définition de e~

Le théoréme de la limite-monotone, permet de conclure que lim f(z) existe et est finie.
x—+00

Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

Vi
1. On considére Q(t) = T
t 5

On applique la def de Q(¢) — 0, Ainsi ....
2. On integre I'inégalité sur [A, z],
Ainsi ......

41
Puis on ajoute / I dt
1

3. On a pour tout x > A

Al 1/ 1/
0 In(zx) < f1 gdt+5(‘7c P-4 5)
R vV
Et on finit On finit avec les gendarmes

Conclusion : In(z) = o(¥x)



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. Pour tout z, on a facilement u, = 2" x —— oo.
n— oo

On étudie la suite f(un)
> D'une part : f(un) = f(2"z) —— ¢
n—oo
> D’'autre part : On applique I'égalité "Vz € R}, f(2z) = f(z)" avec = = u,
Ainsi f(un) = f(tUn+1)-

Donc la suite (f(un)) est constante et converge vers f(uo) = f(x)

Par unicité de la limité f(x) = £ pour tout = € R’}

- 1 1
2. On considere la suite (un)nen définie par up = z et, Vn € N, up41 = Fun— 5

Puis on étudie la suite f(un)



