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1 Vocabulaire.

1.1 Adhérence et Densité.

Définition 1. Adhérence et Densité.
Soit Z un ensemble, un domaine (inclus dans R) et a € R.

> On dit que a est adhérent a
Ssi il existe une suite d’élément de Z qui converge vers a.

>L’adhérence de &, notée @,
c’est 'ensemble des éléments qui sont adhérents a 7

1l existe une suite (up) nen tel que

. . -
Ainsiae 7 vn u,€9 et u,——a
n—oo

> On dit que Z est dense dans R Ssi =R

Théoréme.
> Soit I estun intervalle
Alors I = IU {les bornes}

> Q et R/Q sont dense dans R.

Théoréme 2. Caractérisation séquentielle des sup
Soit A est une partie non vide

Alors sup(A) est adhérente a &

VneN, u,e A

CabD il existe une suite () ,en tel que : | €F
U, —— sup(A)
n—oo

Démonstration : Je considere une partie & non vide.
Lorsque sup(&) = co.

Soit 7 € N. Comme sup(&’) = oo est le majorant "optimal” et que 7 < 0o, on sait que n ne majore pas &
Donc il existe un élément de & plus grand que 7. Je note uy, cet élément.

Ainsionaup €& etuy>n

De plus a cause du théoréme de comparaison, ona uy >n = uy

+00.
n—oo

Lorsque sup(&) = ¢ < oo.
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1 1
Soit n € N. Comme sup(&’) = ¢ est le majorant "optimal" et que ¢ — — < ¢, on sait que ¢ — — ne majore pas &
n n

1
Donc il existe un élément de & plus grand que ¢ — —. Je note uj, cet élément.
n

L. 1
Ainsionaupeéetc——<up
n

De plus comme le sup est un majorant de & etque u,y € &,0ona uy <c

. 1
Conclusion:onac— — < uy < cetdonc uy = ¢ (théoreme des gendarmes).
n —00

1.2 Au Voisinage d’un point.

Définition 3. Voisinage d’un point dans R

> Les voisinages de a ansr sONt: [a— €, a+ €] avec € > 0.

On dit que [a —¢€, a + €] est le voisinage de centre a et de rayon €.
> Les voisinages de +00 sk sont : [A, +00o].
> Les voisinages de —oo sk sont : Joo, B]

> Généralisation. Un voisinage d'un point @ dans un domaine Z cR:
c’est "la trace" dans 2 d'un voisinage de a dans R, c’est donc : Voisinage g,nsg N Z-

Théoréme 4. Voisinage et adhérence
Soit Z cRetacR

> Lorsque a est adhérent a 7,

alors un voisinage de a dans Z n’est jamais vide.

> Lorsque a n'est pas adhérent a 2,
Alors pour € assez petit,ona[a—¢,a+¢elNP = .

On convient donc que il n'y a pas de voisinage de a dans 2.

Définition 5. Propriétés au voisinage
Soit f une fonction de & a valeurs dans R.

> On dit que f est positive au voisinage de a
il existe € > 0 tel que

Ssi Vxela—-¢g,a+e]l, f(x)=0

> On dit que f est décroissante au voisinage de +oo
il existe A> 0 tel que

Ssi .
f est décroissante sur [A, oo[

> On dit que f < g au voisinage de —oco
il existe B <0 tel que

S Vxel-o0,Bl, f(0)<gWw)
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2 Définition de la Limite d’'une fonction .

Définition 6. Définition de la limite
Soit f une fonction de Z avaleursdans R, a € JetleR.
Limite. On dit que la fonction f admet ¢ pour limite en a

Ve>0
Il existe n > 0 tel que :

Vxela—n,a+nlalorsl—e< f(x)<fl+e¢

On note alors f(x) fouf - ¢ ou bien %er}lf(x) =/¢ ou liﬂrlnf =/.

xX—a

Signification : Pour toute >0,il existe un voisinagede atelque/—e< f(x) </l +¢

Définition 7. Limite a droite, a gauche.
Soit f une fonction de 2 avaleursdansR, a€ Z et ¢ € R.
Limite a droite. On dit que la fonction f admet ¢ pour limite a droite de @, CaD en a™, Ssi

Ve>0
Il existe n > 0 tel que :

Vxela,a+nlalorsl—e< f(x) sl +e¢

On note alors f(x) —— ¢ ou f — ¢ oubien lim f(x) =2¢.
x—a* at sl

Adaptation On dit que la fonction f admet ¢* pour limite a droite de a, CaD en a*, Ssi

Exemple. On a facilement 1/ +ooetl/y

+

x—0 x—0 x—0* x ) x—0-

. 1 1 .
—oo0. Ainsi exp | — +oo0 ef exp —0
b
Théoréme 8. Limite Vs limite a droite/gauche
Soit f une fonction de Z avaleursdansR, a€ Z et £ € R.
On suppose que f est définie a gauche et a droite de a.
>Lorsque a€ Z,ona:

lim f(x) =¢ < lim f(x)= lim f(x)=7¢ etaussif(a)=/¢
x—a x—at x—a

>Lorsque a¢ Y maisae€ & ,ona:

)161_13 f)=¢ = xligll+ fl) = x“}}f(x) =/

X#a

Exemple. On considere la fonction f définie par

e Six>0
fx)=< 1 Six=0
1-x Six<O0
>En0", ona f(x) = e =1
Xﬂ
>En0,ona f(x)=1-x 5 1-0=1
o

>Etf(0) =1

Conclusion:On a lim f(x)= lim f(x) = f(0) =1donc f(x) — 1.
x—0* x—0~ x—0
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3 Les théoremes classiques de la théorie.
3.1 Inégalités/Propriétés au voisinage

Théoreme 9. J’applique la def ..., ainsi au voisinage ....
Soit f une fonction de Z a valeurs dans R, a un point adhérenta 7 et £ € R.
On note Q(x) le candidat quotient

J'applique la def de Q(x) favece=..>0

Xx—a

Ainsi au voisinage,ona f —e<Q(x) </ +¢

On veillera impérativement a ce que : € est S > 0etnedépend pas de x.
trict

Démonstration. Il n'y a rien a démontrer, on applique la définition!!!!

Exemples : Montrer les inégalités suivantes.
El. Montrer que : il existe n > 0 tel que V x € | -1, [, Isin(x)| < 2| x|
E2. Montrer que: V x € R, |sin(x)| < |x|
E3. Montrer que : il existe M etn> 0 tel que V x € |0,7[, sin(x) < M x

b4
E4. Montrer que: Vx € [0, E] , sin(x) < x

E5. Montrer que : il existe n > 0 tel que V x € [0,7], sin(x) < M x
E6. Montrer que : V x € R;, sin(x) < x

3.2 Alalimite.

Théoreme 10. Limite et Propriétés au voisinage
Soit f une fonction de Z a valeurs dans R, a un point adhérenta 2 et £ € R.
> Passage a la limite des inégalités.

Soit f et g deux fonctions de 2 a valeurs dans R, a un point adhérenta Z et £, ¢' € R.

f < g au voisinage de a

fx) 7 4 = Alorsalalimite:¢ < ¢
g(x) - [, Large
X—a

> Unicité de la limite.
Sila fonction f admet la limite £ en a Alors ¢ est unique.

Démonstration. On fait des RA. La démonstration est en annexe.

Exemples "classiques" avec les suites.

El. Soit (u#,,) nen une suite vérifiant u,4; = f(u,) et f est continue.
Démontrer que : Si la suite (1) ,en converge alors la limite ¢ vérifie I’équation ¢ = f ().

no1 . 1
E2.Onnote H, = ) = On sait/admet que H,, — Hy, = >
k=1
Démontrer avec un RA que la suite (H,) ne converge pas dans R

2

4/17

. " . n P s D . . .
E3. On démontre "facilement" que la suite Q, = on est décroissante (a partir d'un certain rang), positive, ainsi elle

converge vers £ =0

3
Montrer qu'il existe Ny tel que V n = Ny, Qp+1 < 1 Q. En déduire avec un RA que £ =0
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3.3 Opérations sur les limites.

Le théoréme théorique. On suppose que f(x) — et g(x) - /', alors
>'expression 2 f (x) — 3g(x) a une limite quand x — a et 2 f (x) —3g(x) 7 20-3¢'
>'expression f(x).g(x) a une limite quand x — a et f(x).g(x) 7 v

>|'expression f(x)/g(x) a une limite quand x — a et f(x)/g(x) 7 [/[;0

Théoréme 11. Le théoréme pratique
Si/Lorsque I'expression f(x) est fabriquée avec les fonctions usuelles et les opérations classiques

Alors, avec un DL, on sait trouver la limite de f(x) quand x — a

Bonus : Si/Lorsque la série Z un converge ou la suite des sommes partielles (S;;) converge
Alors la suite (1) ;e converge vers 0.

3.4 Gendarmes, Comparaison, Distance.

Théoreme 12.
Soit f et m, M trois fonctions de Z a valeurs dans R, a un point adhérent a

> Le Théoreme des 2 gendarmes.

m(x) < f(x) < M (X) au voisinage de

= Alors: f(x) — ¢
m(x) — ¢ et M(x) — ¢ rma
X—a X—a

> Théorémes de Comparaison.
Théoreme de minoration.
m(x) < f(x) au voisinage de

= Alors: f(x) — 400
m(x) —— +00 e

Théoreme de Majoration.
f(x) < M(X) au voisinage de G
= Alors: f(x) ™

M(x) — —00
X—a
> Théoreme de la distance

|f(x) - Z' < M(X) au voisinage de 4
= Alors: f(x) 7 4

M(x) —0
X—a
Complément 1 : Complément 2 :
[ est bornée au Voisinage de a m(x) < f(x) < M(x) auvoisinage de 0
= VX
e(x) — 0 Vx VX = f x—0 2
x—0 m(x) ~ —etMx) ~ —
x—0 2 x—0 2
= f(x).e(x) = Bornée.c(x) - 0

Démonstration : Démonstration des applications.
>On a|Bornée.c(x)| = |Bornéel.le(x)| < K.|le(x)|. On conclut avec le théoreme du module.

> On encadre f(X)/ pp puis on conclut. Cependant si on fait le travail proprement, c’est plus délicat que prévu, car il y a des probléemes lorsque
la PP n’est pas de signe constant sur V.
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3.5 Théoreme de lalimite monotone.

Soit f et m, M trois fonctions de Z a valeurs dans R, a un point adhérent & &
En général quand x — q, il y a 3 situations possibles

Soit chln}l f(x) = ¢ €R existe. Soit chln}l f(x) =o0. Soit le nombre f(x) n’a pas de limite
quand x — a.

On suppose dorénavant que en plus
la fonction f est croissante au voisinage de a

Théoréme 13. Théoréeme de la limite monotone a gauche et a droite
Soit f une fonction croissante au voisinage de a.

>Quand x — a”, il y a 2 situations
Soit lim f(x)=/¢€eR Soit lim f(x) = +oo.
X—a X—a
De plus si, au voisinage de a, f est croissante et majorée par M

alors forcémentxliI} fX)=¢0<M.

>Quand x — a”, il y a 2 situations
Soit lim f(x)=/€R Soit lim_f(x) = —oo.

X—a X—a
De plus si, au voisinage de a, f est croissante et minorée par m

alors forcément lim_ f(x) =€ = m.
X—a

La démonstration est en annexe.

Théoréme 14. Théoréme de la limite monotone en un point
Soit f une fonction définie et croissante sur [a— ¢, a+ €].

On est dans la situation suivante
> Au voisinage de a~, la fonction est est croissante et est majorée par f(a).
> Au voisinage de a*, la fonction est est croissante et est minorée par f(a).

Ainsi le théoreme précédent assure que :
la fonction f admet des limites finies a gauche et a droite de a et que

lim f(x) < f(a) < lim f(x)
x—a x—at
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4 Limite et suite.

4.1 lafonction N’a PAS de limite.

Théoreme 15.
Soit f une fonction de Z a valeurs dansRet a € 9

Soit (i,) nen Une suite telque VneN, u, € Z et uy, a
n—oo
fR =t
= flun) ——+¢
Up a
n—oo

Démonstration : C’estla méme démonstration que la composée des fonctions avec u,, ala place de f et f place de g.

Application.

Soit f une fonction de 2 a valeurs dans R et a un point adhérent a 2.
Si on trouve deux suites (Uz) zen €t (V) nen tel que :

Un a Un a
n—oo n—oo
et etl1#£0,
Flun) s 61 flon) o 2

Alors la fonction f n’a pas de limite quand x — a.

Démonstration : C’est évident avec un RA.

En effet Si f(x) 7 ¢ alors avec le théoreme précédent f(uy) e ¢ etdonc ¢1 = ¢ a cause de I'unicité de la limite.

De méme on justifie £» = ¢. C’est contradictoire avec ¢ # 5.

Exemple. La fonction Cosinus n’a pas de limite quand x — +oo

En effet, on considere les suites (¢¢;;) nen €t (V1) nen-

Ona
/4
Uy, =2nn +00 Uy =2nm+ — 0o
n—oo 2 n—oo
et et 1#0
cos(up)=1——1 cos(vy) =0——>0
n—oo n—oo

Conclusion : la fonction Cosinus n’'a pas de limite quand x — +oo

7117
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4.2 Caractérisation séquentielle

Théoréeme 16.
Soit f une fonction de 2 a valeurs dansRet a € 9.

On suppose que la fonction f ne tend pas vers £ quand x — a

Alors il existe une suite (u;,) ;e avec
>upeJetu,—— a
n—oo

> f(uy) "reste loin de ¢", CaD

Il existe € > 0 tel que
VneN, distante entre u, et = |u,— €| =2€>0

Ce théoréme abstrait sera utilisé pour démontrer un gros théoréme dans le chapitre continuité.

Démonstration : On commence par écrire la définition de f(x) —!

CaD VYe>0,An>0telqueVx: (xela—-na+n = f(x)e[l—¢0+el)

On en déduit la définition de "la fonction f ne tend pas vers ¢ quand x — a"

CaD Fe>O0telqueVn>0,Ixavecxela—n,a+n ET f(x)¢[l—¢€,{+¢]
T |

= |f(x)-{|>e>0

1
J’applique la définition de “la fonction f ne tend pas vers ¢ quand x — a "avecn = —,
n

Ainsi il existe x qui dépend de n et que le note u;, avec

1 1
up€la-—,a+—| etlup—>t1>¢
n n

1 1 .
Comme a— — < uy < a+ —, le théoreme des gendarme assure que uy, aetonabien |u, —¢|>¢e>0.
n n

n—oo
Théoreme 17. Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction

Soit f une fonction de ¢ a valeurs dans R et @ un point adhérent 2 Z et £ € R.
On a équivalence

@ fx) — ¢

(ii) Pour toutes suites () neny @ valeurs dans & et qui converge vers a
alors la suite (f (¢4,,)) nen converge vers £.

Ce théoreme regroupe en un seul énoncé les 2 théoremes précédents.
En effet,

(i) = (ii), Cest le théoreme.....

et (ii) = (i) est une conséquence du théoreme précédent car par un R.A. une suite "qui reste loin" de ¢ ne

converge pas vers {.

8/17
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5 Exercices

Adhérence

Exercice 1. [Correction] Montrer que : Z = Z. Plus précisément,

Montrer que : Si (uy)nen €St une suite d’entier qui converge vers ¢
Alors ¢ € Z et de plus la suite (uy,)en €St constante a partir d'un certain rang.

—— J'applique la définition, ainsi .... ——
Exercice 2. [Correction] Soit f une fonction €° sur R telle que f(1) = 1.

X
On COnSidéI’e |a fOnCtiOn F déf|n|e par . F(x) = f f(t) dt On admet car ce n'est I'objectif de I'exercice) que F est bien définie sur R
0

1
1. Montrer qu'il existe A>0 tel que : Si t= A alors f(1) = 5
2. En déduire lim F(x)

X—00

t

d I On admet que f est bien définie et est croissante sur [0,1[

X
Exercice 3. [Correction] Soit la fonction F définie par : F(x) :f =,
b 1—

et 1
=

1-t Q-9

1. Montrer qu'il existe @ >0 tel que : Si t€ [a, 1] alors

2. En déduire linll_F(x)
X—

X
. . . s rr . —_ 2
Exercice 4. [Correction] Soit la fonction f définie par f(x) :f €77 A On admet que f est bien définie et est croissante sur Ry
0

1. Démontrer qu'il existe A>0 tel que : Si t= A, alors e <3¢t
2. En déduire que lim f(x) existe et est finie.
X—+00
2x 1
Exercice 5. [Correction] Soit la fonction f définie par f(x) :f e dt
x SIn
On admet que f est bien définie et est croissante sur 10, 7|
1. Démont il existe 17> 0 tel Si te]o,n), al S
. Démontrer qu'il existe el que : Si ,n|, alors — < ———-—<
9 n g n 12 sint ¢t

2. En déduire un encadrement f(x) puis la limite de f(x) quand x—0"

Exercice 6. Cesaro pour les fonction.

1 X

Soit f une fonction ¢° sur R. On considére la fonction F définie par : F(x) = —f fde
X Jo

On suppose que f(f) mo.

On fixe >0
1 1
1. Montrer qu'il existe C,A>0 tel que : Si t= A alors = [C—(x—A)e] < F(t) < — [C+ (x— A)¢]
X X

2. En déduire qu'il existe A" >0 tel que : Si t= A alors —2¢ < F(t) < +2¢.
Que peut-on conclure?
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Utilisation de la monotonie
In(x)

Exercice 7. [Correction] Pour tout a>0. On considére la fonction f, définie sur 10, +oo[ par fu(x) = -
X

1. Montrer que la fonction f, est décroissante au voisinage de +oo.
En déduire que la fonction f; admet une limite £, =0 quand x — +oo.

2. Déterminer une relation entre f; et fa;, . En déduire que ¢, =0.

Conclusion : Pour tout a>0, In(x) = o(x“)
X—00

—

3. On peut adapter la méthode pour justifier que : Pour tout a >0, x“x: o(e)

Exercice 8. [Correction] Soit f une fonction définie sur R} et soit ae R} .

On suppose que la fonction f est croissante et que la fonction [f(x)/x ] est décroissante.

1. En utilisant les monotonie, déterminer, au voisinage de a*, un encadrement de f(x).
En déduire lim f.
a+

2. Faire le méme travail au voisinage de a”. Que peut-on conclure?

Utilisation des suites

Exercice 9. Soit T>0 et f une fonction T-périodique, CaD Vx, f(x+T) = f(x).
On suppose que f(x) l.

X—00

On va démontrer que la fonction f est constante égale a ¢,
CaD VxeR, f(x)=¢.

Voici une démarche possible : Pour tout x € R,

> On considére la suite (uy)nen tel que : ug=x et f(up+1) = f(uy)
Comme f(x+T) = f(x), il est naturel de prendre uy+1 =un,+T

> D'une part : la suite (f(un)) est constante donc ...
> D’autre part : upy+1 =u,+ T donc ....

> Conclusion.

Exercice 10. Soit f une fonction de R a valeurs dans R.

1. On suppose que : Yx€R}, f(2x) = f(x) et f(x) m[,

Montrer que, sur R}, la fonction f est constante égale a ¢.

Indication : Suivre la démarche de 1l’exercice précédente.

2. Reprendre I'exercice et adapter la méthode avec Vx€R, f(2x) = f(x) et f(x) — 42.
x~>

3. Reprendre I'exercice et adapter la méthode avec : Vx e R}, f(xz) = f(x) et lin} f(x)=42.
xa

10/ 17
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Exercice 11. Soit a€R et f une fonction définie de R a valeurs dans R
On suppose que Yx€R, f(2x) = f(x)cosx et que f(x) —
X—

1. Montrer, par récurrence, que : VxeR avec x#0 mod [r], VreN

x\ 1 sinx

r@=1()

S
2”s1n2—,l

2. Déterminer f(x) puis la fonction f

Utilisation de la densité
Exercice 12. Soit f une fonction définie, continue de R a valeurs dans R vérifiant

V(% y)eR, fx+y)=f@+f(y).
On note a = f(1)
Calculer f(0).

On suppose que x €N, Montrer que f(x)=ax

On suppose que x € Z, Montrer que f(x)=ax

sl e

On suppose que x = s € Q, Montrer que f(x) = f(s) = ag =ax

5. On admet/rappelle la densité de Q dans R.

On adonc: " VmeR, Il existe une suite (r,) avecr, € Qetry, 7 "
n—+oo

On suppose que xg est fixé dans R.
Montrer que f (xp) = a Xp.
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6 Annexe.

6.1 Démonstrations de Q = R.

Théoréme 18.
Q et R/Q sont dense dans R

Démonstration : On connait la célebre suite
3 3.1 3.14 3.141 3.1415 3.14159

n104
elle converge vers 7 et il est "facile" de retrouver que 3.1415 = L 1ot ! ,on a donc l'idée de considérer la suite
- [7.10"]
"o
x.10"|  Entier
> On a facilement u, = L ! = — €
10" Entier
>Deplus,ona: ... < 0] <.
7.10"
Onadonc......... sunzgs .........

Ainsi avec le théoréme des gendarmes, on a up P .
—00

Il est clair que I'on remplacer 7 par a quelconque dans R, donc

Conclusion : Q est dense dans R

Pour démontrer que R/Q est dense dans R, on fait de méme avec la suite

aj./p.10" Entier
vz V2 W) Enti
10”7 Entier

Up =
ATaide d'un RA., on démontre que uj, ¢ Q et avec le méme type d’encadrement, que uy, e
—00

Conclusion : R/Q est dense dans R
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6.2 Propriétés classiques : Les démonstrations.

Théoréme 19. Unicité de la limite

Soit f une fonction de Z a valeurs dansRet a € 2.
Si, en a, la fonction f admet une limite ¢ € R

Alors ¢ est unique.

Démonstration : On fait un R.A. La démonstration est la méme que pour les suites donc pour ne pas refaire exactement la méme, je suppose que
fx let f(x) +00.

X—a X—a
>J’applique la définition de f(x) - lavece=1>0

Ici on va faire des dessins.
Ainsi il existe 71 > 0 tel que :

Sixela—-ny,a+n]alors f(x)<f+1

> J’applique la définition de f(x) +ooavec A=0+2

X—a
Ainsi il existe 2 > 0 tel que :

Sixela—mng,a+nzlalors f(x) =2 A=¢+2

Je consideére n = min(n,72). Si x € [a—n, a+n] alors les 2 inégalités sont valides et on a

Théoréme 20. Limite — bornée au voisinage
Soit f une fonction de 2 a valeurs dansRet a € 9.
Si, en a, la fonction f admet une limite ¢ € R
Alors la fonction f est bornée au voisinage de a.

Démonstration : Japplique la définition de f (x) —Cavece=1>0
Ainsiilexisten>0telque:Sixe[a—n,a+nlalors¢-1< f(x) <l +1
Conclusion f est majorée par ¢ + 1 et minorée par £ —1 sur [a—1n,a+1)

Autre démonstration avec les Valeurs Absolues.

Comme f(x) 7 Z,onalf(x)] 7 12].

J'applique la définition de | f (x)| |/ avece=1>0

X—a
Ainsiil existen>0tel que:Six € [a—n,a+n] alors |f(x)| <[4 +1

Conclusion f est bornée par ||+ 1 sur [a—n,a+1)

Théoréme 21. Equivalent — Encadrement au voisinage

Soit f une fonction de Z a valeurs dans R et 0 € .
On suppose que f(x) ~ 5x3
x—

1 3
Alors il existe a > 0 tel que V x €]0, a], E(st) < f(x) < 5(5x3)

. . X
Démonstration : Onsaitque f(x) ~ 53 signifie que Quotient = fx —
x—0 5x3 x—0
J’applique la définition de Quotient Py Oavece=1/9 >0
X—
Ainsi il existe a > 0 tel que :

1 X 3
Sixe[0-a,0+al=[-a,alalors = =¢—-¢< & <l+e=—
2 5x3 2

1 3
>Sur]0,a] : Comme 5x> >0 donc on a bien 0 < 5(5x3) <fo)s< E(st)'

3 1
> Sur [-a,0[: Comme 5 x> < 0 donc on a 5(5x3) < f(x) < E(st) <0.
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Théoréme 22. Passage a la limite des inégalités

Soit f et g deux fonctions de 2 a valeurs dans Ret a € 2.

Ona
f < g au voisinage de a

f)—7 = Alorsalalimite:¢ < ¢
Large

!
g(x)z’l

6.3 LeThéoreme des 2 gendarmes : la démonstration.

Théoréme 23. Le Théoréeme des 2 gendarmes

Soit f et m, M trois fonctions de & a valeurs dans R, a un point adhérent a &
etleR

m(x) < f(x) < M(x) au voisinage de G

= Alors: f(x) — ¢
m(x) — 0 et M(x) — ¢ rma
X—a X—a

Démonstration : Je démontre rapidement les 2 gendarmes. (C’est la méme démonstration que pour les suites.)
> Comme m(x) < f(x) < M(x) au voisinage de a, |'encadrement est valide sur un voisinage V de a.

> Comme m(x)

P ¢, on applique la def ainsi on obtient £ — & < m(x) sur un voisinage V' de a.

> Comme M (x) ¢, on applique la def ainsi on obtient M(x) < ¢ + € sur un voisinage v de a.

X—a
Sur VN V' n V" toutes les inégalités sont valides, ainsi on a
l—esmx)sf(x)sMx)sl+e¢

On a vérifié la définition de la limite fini.
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6.4 Théoreme de lalimite monotone : Démonstration.

Théoréme 24. Théoréme de la limite monotone
Soit f une fonction croissante au voisinage de a.

>Quand x — a”, il y a 2 situations
Soit th{}f f(x) = ¢ € R existe Soit xlirgf f(x) = +o0.

De plus si, au voisinage de a, f est croissante et majorée alors forcément lim_ f(x) = ¢ € R existe.
X—a

>Quand x — a*, il y a 2 situations

Soit lim f(x) = ¢ € R existe Soit lim f(x) = —o0.
x—at x—at

De plus si, au voisinage de a, f est croissante et minorée alors forcément lim_ f(x) = £ € R existe.
X—a

Démonstration : On va faire la démonstration quand x — b~

On doit démontrer que linl}‘ f(x) =sup{f(t)avect€la,bl} = le "majorant optimal" de|f ()| surla, bl
P

Situation : sup{f(t)avec t €]a, b[} = +0co

On fixe A

On veut trouver un voisinage V de b~ tel que : Si x € V alors f(1) = A.

Comme sup{f(#)avec t €]a, b[} = +o0o, donc A n’est pas un majorant donc il existe xp €]a, b[ tel que A < f(xp).
Enfin comme f est croissante, ii x € [xg, b[ alors A < f(xp) < f(x)

Conclusion: [xg, b[ est le voisinage que I'on cherche. Fini.

Situation : sup{f(f)avec t€la,b[} = ¢ < +oco

Onfixee>0

On veut trouver un voisinage V de b~ telque:Sixe Valors ¢ —e< f(t) </ +e¢.

Comme sup{f(t)avec t €]a, b[} = £ est un majorant, on a
Vtelabl, f()sl<l+e

Comme sup{f(t)avec t €]a, b[} = ¢ est un majorant optimal, donc ¢ < M et ¢ — € ne majore pas, ainsi il existe xy €]a, b[ tel que £ — € <
£ (x0)-

Enfin comme f est croissante, ii x € [xg, b[ alors £ — € < f(xg) < f(x)

Conclusion: [xg, b[ est le voisinage que I'on cherche. Fini.
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Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
On va démontrer que ¢ € Z avec un RA.

On suppose que ¢ ¢Z

Comme ¢¢7Z, il existe neZ telque:n < ¢ < (n+1).
Strict Strict

C(l—-n (n+1)-¢

Je note a =min -,

ainsia>0etn<fl—-a<fl+a<n+et[l—-al+alnZ=02

J'applique la définition de uy ¢ avec a>0,

n—oo
Ainsi il existe Ny tel que Vn= Ny, upell—a,l+al
Or (Uup)pen€Z donc upell—a,l+alnZ OUPS!!!

On va maintenant démontrer que la suite (i) en est constante a partir d'un certain rang.
Comme ¢€Z, on a [[—1/2 ,l+1/2]nZ={l}
¢ avec e =1/, >0,

J'applique la définition de u; —=

Ainsi il existe Ny tel que Vn= Ny, upe[-1/9,0+1/9 |
donc Vnz= Ny, upln[-1/y ,0+1/y |nz=1{¢},

Conclusion : la suite (uy)en est constante égale a ¢ a3 partir d'un certain rang.
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. On applique la définition de f(1) E»l avec €=1/2>0.
2. On intégre sur [A, x].

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

t
- e
1. On applique la définition de ——.(1-t) —— e avec e=e—-1>0.
1-1¢ t—o0

2. On intégre sur [A, x].

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

24t

1. On applique la définition de e ! [—>0 avec €=3>0.
—00

2. On intégre sur [A,x]. On en déduit un majorant f au voisinage de +oo.
De plus la fonction f est croissante au voisinage de +oo.
Le théoreme de la limite-monotone, permet de conclure que liT [f(x) existe et est finie.
X—+00

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. Ona 5
1 1 t-sin() _ Xz +ox®  x
sin(t)_?_ tsin(f) x—0 x(x+o(x)) =06
1 1
sin(t) _;

—— 0 avec e =....

2. On applique la définition de
t/6 —o00

3. On intégre sur [x,2x]. On conclut avec le théoréme des 2 gendarmes que lim+ f(x) =1n(2).
x—0

Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. La fonction f; est € sur 2 =]0,+ool, I'étude de la dérivée f, assure que la fonction f, est décroissante au voisinage de

+00.

In(x) > 0.

De plus, au voisinage de +oo, on a fu(x) =
Ainsi grace au théoréme de la limite monotone, on a lirP fax)=¢,20
X—+00

In(x) 1 In(x) Sar2(x)

2. Comme @ = qan xalz,ona Vx>0, falx)= Ll

4
al2 -0

On regarde ce que devient cette égalité quand x — +oo, ainsi ¢4 =
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Solution de I'exercice 8 (Enoncé)

1. Comme la fonction f est croissante, on a Vx=a, f(x)= f(a).
fx) < f(a)_
X

Comme la fonction [f(X)/x ] est décroissante, on a Vx=a>0,
a

Conclusion : Vx=a>0, f(a) < f(x) sx¥

Le théoreme des 2 gendarmes permet de conclure que : lim+ f(x) = f(a). Ainsi la fonction f est continue a droite de a.
X—a

2. On fait de méme en a~ et on conclut que xlin} f(x) = f(a). Ainsi la fonction f est continue a gauche de a.

Conclusion : Pour tout a >0, la fonction f est continue en a, CaD f est €0 sur R,
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