MPSI TD 24 Dérivable, ..... Jeudi 27 Mars 2025.

Exercice 1.
1. Calculer les dérivée n-ieme de 2% e® et de = (1 + )"

2. Pour n € N, on considere la fonction f,, : z +— 2™ ' In(z)

Montrer par récurrence que : Va > 0, f{V(z) =

Indication : On remarquera que : fn11(2z) = 2" In(z) = 2" ' In(z) = z f,.(x)

1 (% dt
Exercice 2. [Correction] On considére la fonction F : z — F(z) = 7/
0

x V1I+tt
1. Etude générale de F.
(a) Montrer que la fonction F' est € sur R*

b) Etudier la parité de F.

F(z) < 1.

1
—— <
V1424

Déterminer les variation de F sur ]0, +oo].

(b)
(c) Montrer : Vx € ]0, 00|,
(d)

2. Etude locale de F en 0.

(a) Déterminer le DL de F' en 0 avec 3 termes.
La fonction F' se prolonge-t-elle en 07

(b) Le prolongement est-il € ?

3. Etude locale de F en 400 :
1
(a) Montrer que : Vz € ]0,+o0[, F (m) =2¢F(1) — 2%F ().

(b) En déduire que la limite de F'(z) quand x — +o0.



Exercice 3. [Correction]
1. Soit deux nombres réels o et 3
(at® + pt)
sin (1/9)
2

Tt 1
. On veut montrer que Vn € N*,/ ( - t) cos(nt)dt = —
o \2m n

Expliquer comment vous feriez.

Montrer que la fonction ¢ : © — est €' sur [0, 7]

N

Admettre la question car c’est un peu long et vous la ferez (ou pas) chez vous ?

3. On veut montrer que V¢ €]0, ], alors :
SETEIC
Vn € N*, cos(kt) = —— — —
— 2sin (%) 2

Expliquer comment vous feriez.
Admettre la question car c'est un peu long et vous la ferez (ou pas) chez vous?
4. Soit f une fonction € sur [0, 7]

(a) Justifier I'existence de || f|| et || f'|| et donner les propriétés de ces nombres.

/ f(t)sin(zt)dt| < M

x
Endéduireque hm / f(®) sin(at)dt = 0.

(b) A I'aide d'une IPP, montrer que : V2 > 0,

5. Conclusion
N

1
(a) Soit N € N*. Donner une expression de Sy = E — a l'aide ¢ et d'une intégrale.
n=1 "
X1 Al
b) En déduire I'existence et la valeur de — = lim —
(b) Z n? Nooo n?

n=1 n=1



Solution de I'exercice 2 (Enoncé) 1. Etude générale de F
(a) Montrer que la fonction F' est € sur R”

. . 1
On sait que la fonction t —» ——— est €™ sur R

V1+tt
1
Le nombre F'(x) se calcule Ssi x # 0 et la fonction ¢t —— est continue sur [0, x
(x) . — 0,41

Ssixz #0et[0,2] CR
Ssix #0

. . 1
Conclusion : comme la fonction t — ———— est €°° sur R

VIt

la théorie de I'intégration assure que la fonction F' est €°° sur R*

(b) Etudier la parité de F.

I |
Pour x € R*, on a F(—2) = — dt
(-) —m/o N

On fait le changement de variable © = —t, ainsi
|
F(—z) = —_—
-1 o=

Conclusion : la fonction F est paire. On I'étudie sur 2 = ]0, 400

du = F(x)

1
c) Montrer : Vz € |0, +00[, —— < F(z) < 1.
< L < ! < !
Vitazt I+t V140
-

=1

Soitz >0
>Vtel0,z], O

> On intégre sur [0, z]

ainsiona/z;dt</z#dt</zldt
o Vitat o vixtr T ),
:\/1—|—:c4
On divise par z > 0,

1

— <
V1424

Conclusion : Vz € ]0, +o0[, F(z) < 1.

(d) Déterminer les variation de F' sur ]0, +oo[.
On sait que F est €°° et

-1 [ 1 1 1
V>0, Flz)=- = — [ ——
(@) 2 ), iz zViraet
-1 11
= —F(z)+ - ——
—F(z) + Tt

1 1
=—|-F(z) + ——
o]
Comme = > 0 et avec I'inégalité précédente, on a Vo > 0, F'(z) <0, d'ol le beau tableau..

2. Etude locale de F en 0.

(a) Déterminer le DL de F' en 0 avec 3 termes.

H(zx)-H
On sait que F(z) = H(z) — H(O) avec H(z) une primitive de 1
z V14 at
De plus o 11—z + §x8 + o(z®) et & — 1 est continue
P V1424 -0 8 V14t
Ainsi : H(z) = H(0)+z — aé + §x—9 + o(z”)
' 20 5 89
. z° n 3 z° + o(2?)
H(zx) - H T 5 "8 9
Conclusion : F(z) = (2) = © == 5 ng =z[14+0(1)] —>1
T—

Conclusion : La fonction F' se prolonge par continuité en 0 avec F(0) =1



(b) Le prolongement est-il € ?
3. Etude locale de F' en 400 :
(a) Montrer que : Vz € ]0, +oo[, F (l) =22F(1) — 2°F(x).
x

e
1 1
Ona:Vx60,+oo7F(f):x/ —dt
Wl F(3) =2 |
1 Ve
—x/ #dtm/ ——
o V1+azt 1 V14t

Dans la deuxieme intégrale,

on fait le changement de variable uv = —
x

—du

1 x
1 1
=z 7dt+x/ -
/0 Vit ANV EEvrR

u? —du
1

1 x
1
= ——dt+zx
/0 V14 x4 /1 V1+ut u?
1 x
*296/ #dtf:p/ #du
o V1+azt o V1+u?

=22F(1) — 2°F(x)
(b) En déduire que la limite de F(z) quand x — +oo0.
On a

F(x) = L [QxF(l) - F (l)} = — ﬁF (é) — 0 PasFlI



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

. (at2 + ﬁt) 1
1. Montrer que la fonction ¢ : © — ~————> est ¢ sur [0, 7]
sin (t/g )
Soit deux nombres réels o et 3
"o+ 1) -
> Le nombre ¢(t) = W se calcule Ssi sm( /2 ) #0
Ainsi la fonction ¢ est définie et € sur |0, 7]
2 2
R e e T (BT
sin 2 t/z 7372'4»0((7/2)3) 2
Ainsi la fonction ¢ se prolonge par continuité en z = 0 avec ¢(0) = 23
(a2t 4 B) sin (t/Q ) — (at2 + ﬁt) %COS (t/g )
> Enfin ¢'(t) = —
sin (t/g)
t 3 t 2
(a2t + ) (t/Q - (/3"‘!) +0((t/2)3)> — (at® + Bt) % (1 _ /22,) +0((t/2)2))

B sin? (t/Q )
_t(efo —s)2) + 2 (a—Y9) +oft?)
/4 [1 4 o(1)]

— 2a
Ainsi, d"aprés le théoréme du prolongement €, la fonction ¢ est € en z = 0 et ¢'(0) = 2a

2

[Tt Lo .
2. On veut montrer que Vn € N 7/ (2 — t> cos(nt)dt = — On intégre par parties :
o ™ n

/ t cos(nt)dt = [tsm("t)] —/ sin(nt) / £ cos(nt)dt = [thm("t)] —2/ tsin(nt)
0 n 0 0 n 0 n 0 0 n

0 B |: C(;;(Tlt) ] " _ g ( [_tco;gnt)] " n /7T coi(Qnt) dt)

_ =nH"-1 27 cos(nm) [sin(nt)]7r
= 3 = —2
n n? n3
0
_ 2m(—1)"
T2
1 n n
o oo (<) ()" -1)
donc ; o —t | cos(nt)dt = — =
sin ((Qn;—l)t)

3. On veut montrer que V¢ €]0, 7], alors : Vn € N*, Zcos(kt) = ﬁ - %
sin (5
k=1 2

Pour tout ¢ €]0, 7] et n € N, alors :

Cn(t) = zn:cos(kt) = Zn: Re ((ez‘t)k>

k=1
1— it(n+1)
Loeth

=Re 1 _ eit

Il
X
o
— /?\ 7N
%
<]
=]
Bl
‘3
0
AR
~
~—
|
—_
N———

B sin "7115) cos (%t) 1

= sin (%) - sin (a)cos(b):%(sin(a+b)+sin (a—b))
sin (2"2“15) —+ sin (%) — 2sin (%)

- 2sin (%)

n o (2n+1
d'ou Zcos(kt) = M —

o 2sin (%)

N | =



4. La fonction f est de classe € sur le segment [0, 7] donc f et f' sont bornées
ainsi || f|| = sup (|f(t)]) et ||f'|| = sup (|f’(t)|) sont finis, ainsi
t€(0,7] te[0,n]

) sin(at)dt ‘ [ COS(”Et)f(t)} ’ +1 /7r £ (t) cos(xt)dt
o TJo
= ‘ |:Coi(:rﬂ-)f(7'r) + Coi :| / f'(t) cos(zt)dt
|cos(x7r) |cos( )

Leos@m 7y 4 L8O gy 4 L /| (1)) | cos(aet)] dt

<TIf+ 300+ i/ 111 2t
0

2 !
< 2+ L)
z
Le théoréme de la distance permet de conclure lim F(@)sin(xt)dt =0
r—+oo 0
N

« . 1. , .
5. Soit N € N". Donner une expression de Sy = E — a l'aide p et d'une intégrale.
n

n=1
On a
n 1 n T t2
= Z/O (2 - t> cos(kt)dt
k=1 k=1
™ t2 n
= — —t kt)dt
/0 (27r > cos(kt)
k=1
™ 2 sin 2n+1t
:/ (tt> 71+(,72t) dt
0 ™ 2 2sin (5)
™ 2 ™ t2
£y
:/ t_ v dt+/ 21 sin(2n+1t)dt
0 2 A4 0 2sin (é) 2
2 T t2
£y
:W——F/ 2m s1n(2n+1)dt
6 0 2sin (%) 2
2 ™
= % +/0 o(t) sin (2”; t) dt
400
En déduire I'exist t | | d ——1 —
n déduire |'existence et la valeur de z:l 5 Nng:l

2 1
n; t) dt = 0, par suite

n—-+oo

s
Comme ¢ est €, on sait d’aprés le résultat précédent que lim / »(t) sin (
0



