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1 Extremum et point critique.

Définition 1.
Soit f une fonction de & a valeurs dans R

Point Critique.
On dit que a est un point critique de f Ssi

f est dérivable en a et f'(a) = 0.

Minimum global/local.
On dit que f admet un minimum global sur & en a
Ssisur I,ona f(x) = f(a) < f(x)-f(a)=0

On dit que f admet un minimum local en a
Ssi au voisinage de a, f(x) = f(a) < f(x)— f(a)=0

On définit de méme un maximum global et local.

Extremum : Un extremum est un maximum ou un minimum.

Théoréme 2. Lien entre extremum et point critique
Soit I un intervalle, a € I et f une fonction de I a valeurs dans R.

a est un extremum local de f
f est dérivable en a = flta)=0
a nest pas une borne de 1

Attention : Toutes les hypothéses sont indispensables.

Démonstration : Les hypotheses assurent que
> Comme a n’est pas une borne I
— donc les voisinages de a sont de la forme [a—€,a+ €] c I avece >0

> Comme a est un maximum local donc
— llexistee >0telque Vxela—¢,a+¢], f(x) < f(a)

> Comme f est dérivable en a,
= ona f(a+h) = f(a)+ f'(a)h + o(h) (d’apres le théoreme de Taylor-Young)
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Pour la démonstration, je suppose que a est un maximum.

Ily a trois possibilités : Soit f'(a) > 0, Soit f’(a) <0, Soit f'(a) =0

> On va montrer que [ "(@) > 0 est absurde

Pour la pédagogie, on va suppose en plus que f(a) >0

On fait un dessin avec f(a) > 0 et f'(a) > 0.

On constate et‘ onvadémontrer:3In >0, Vxela,a+nl, f(x)> f(a) ‘

f@)
fla@
Comme f est continue, on a Q(x) = DS SN f@ _

f@ x=a fla)

Ceci ne permet pas des conclure car l'objectif est de montrer Q(x) s
t

On considere Q(x) =

> 1
rict
. - fx) +
On fait un DL affin de justifier que Q(x) = — —— 1
fla) x—a*

fx) fla+h f@+ f'(@h+o(h) f'(a)
= = = = —h h
Q=50 = @ e 7@ T trew

!
Comme f(a)>0et f'(a)>0,0na ]}((Z)) h donc Q(x) = % 7 1"

Conclusion : D’apres la définition de Q(x) = M — 1"
f(a) x—a*
Onadn>0,Vxela,a+nl, f(x)> f(a)

> On va montrer que f’(a) < 0 est absurde

Comme f(a+h) = f(a)+ f'(@h+o(h),

h) - ~ fl(a)h
i +f,()a)}{(>a()) ’;;”a]j @ } = f(a+h) - f(a) >0 Au voisinage de a~

Donc a n’est pas une maximum local. OUPS!!!!

Donc f "(a) =0, c’est la seule possibilité non-absurde

[ Application classique ] Attention,ce n’est pas un théoréeme donc qu'il faut refaire

Soient f et g deux fonctions ¢! sur un intervalle I et xg € I
fsgsurl
f(x0) = g(x0) = f'(x0) = g'(x0)

Xo nest pas une borne de I

Démonstration : La démonstration fAUSSE a ne surtout pas écrire C'est :

Comme f(xg) = g(xg) et que f est dérivable, on dérive I'égalité donc f' (xp) = g’ (xo)

d d
C’est f: dérive I'égalité, c’est — =—
est faux car on dérive I'égalité, c'est —— [f(x0)] P [gx0)]

Pour justifier que f'(xo) = g’ (xo) : il faut appliquer le théoréme précédent a la fonction & = g — f qui toujours

positive et comme h(xp) = f(xp) — g(xp) = 0 elle admet en xo un minimum (global) qui n’est pas une borne
ainsi h'(xg) = f(x0) — g’ (x0) =0
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2 Théoremes de Rolle.

2.1 Théoréme de Rolle.

Théoréeme 3. Le théoréme de Rolle
Soit a, b e R et f une fonction de [a, b] a valeurs dans R.

f est continue sur[a,b]
[ estdérivableenla,bl } = Il existe c€]a, DI pusjorcement unique
fb)=f(a tel que f'(c) =0

Attention : Toutes les hypothéses sont indispensables.
Le théoréme est faux pour les fonctions & valeurs dans C

Démonstration : Démonstration du théoréme de Rolle.
la fonction f est continue sur le segment [a, b] donc elle est Majorée/minorée et on a de plus ....

> Situation f(a) = f(b) # M. Comme M est atteint, il existe c €]a, b[ tel que f(c) = M.

On a maintenant
¢ est un maximum (global) de f

[ estdérivable en c €]a, b[ = f’(c) =0
¢ n'est pas une borne de [a, b]

> Situation f(a) = f(b) # m. On fait de méme.
> Situation f(a) = f(h)=m=M.OnaVxel[a,b], n<f(x)sM

a+b
donc la fonction f est constante sur [a, b] et donc f° "= 0 sur [a, b]. ainsi ¢ = convient.

Fini O

Interprétation géométrique de Rolle dans R

Le théoréeme provient du fait comme f est continue, elle admet forcément au moins un extremum global sur le segment
[a; b]

donc en ce point la tangente est horizontale.
Ceci se concoit aisément a I'aide d'un Bo dessin.

Interprétation physicienne de Rolle dans R

On suppose que f(t) désigne I'abscisse d'un point mobile sur la droite R en fonction du temps ¢.
> Lhypothese f(a) = f(b) veut signifie que :
le point mobile par d'un point donné au temps ¢ = a et revient a ce point au temps ¢ = b.
> Le théoreme de Rolle nous dit que
la vitesse de ce point mobile s’annule a un instant ¢ = c comprisentre t =aett=>b

Il est "évident" qu’au moment ¢ ol le point mobile fait demi-tour
pour revenir a son départ, on a f’(c) =0

Pourquoi Rolle est faux dans C

On suppose que f(t) désigne un point mobile dans le plan complexe C en fonction du temps .
> Lhypothese f(a) = f(b) veut signifie que :

le point mobile par d'un point donné au temps ¢ = a et revient a ce point au temps ¢ = b.

> Mais dans le plan, on n’est pas obligé de faire demi tour pour revenir au départ!
Comme on dit, on peut faire un tour.
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2.2 Rolle généralisé et Rolle itéré.

Théoréme 4. Théoréeme de Rolle généralisé
Soit £ € RU {+o0} et f une fonction de R a valeurs dans R.

f est continue sur R

f estdérivable en R =  llexisteceR
Jm f) = lm fx)=¢ tel que f'(c) = 0

On peut remplacer R par [0, +oo, on doit alors supposer . liwa(x) = f(0)

Démonstration : Soit f une fonction vérifiant les hypotheése du théoreme.
On va appliquer Rolle a la fonction / définie par h(x) = f(tanx)

On peut calculer tan(x) © x € ] —g, g [ ® kn
On peut calculer h(x) Ssi

tan(x) e R

T
Donc f est bien définie sur ]— 23 [

De plus on a

tan(x) +00
x—="9 -
= h(x) = f(tanx) l

. x=T/p -

F X—+o0

Donc h se prolonge en /o avec h(/2 ) = ¢ et avec ce choix h est bien continue en 7/9 .
On prolonge de méme h en -7t/ avec f(-7/p)="¢.

La fonction & ainsi prolongée vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle
L. . T I _
ainsi il existe a € ]—5, 5 [ telque i’ (a) =0
Enfin ' (a) = (1 +tan2(a)) f(tan(a)) = 0 donc ¢ = tan(a) € R convient.
[ ———

#0

Théoréme 5. Théoréme de Rolle itéré
Soit ap < a1 < az < ... < a, et f une fonction de R a valeurs dans R.

f est continue sur R

f estdérivable en R = Alors f' sannule au moins (n— 1) fois
CaD Il existe by < by <...< by,
flag) = fla)=...= flay) =0 tel que f'(by) = f'(by) =...= f'(by) =0

De plus il y a entrelacement, CaD

qp<b<ay<b<a<bs<..<ap_1<b,<ay,

‘ Application tres classique et trés utile ‘

[ est@ sur Iy erpaile €t Sannule (n + 1) fois
alors f " g annule aune fois (ou plus) sur 1.

Démonstration : Soit f une fonction vérifiant les hypothése du théoréeme.
La fonction f vérifie sur chacun des intervalles [ag, a1], [a1, @2],..., [an—1, anl, les hypothéses du théoreme de Rolle.

> On applique sur chacun de ces intervalles le théoreme de Rolle, ainsi
Pour tout k € {1,...,n}, il existe by €lag_q, ay[ tel que f’(bk) =0

> Lentrelacement est évident car ag < aj < az <...< ap et ai_j < by < a.

4/11

> Lapplication trés classique et trés utile se démontre en appliquant a f’ le théoréme de Rolle itéré ainsi f” s’annule au moins (1 - 2)

fois puis on applique Rolle itéré a f” ....etc ....
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2.3 Une application classique et plus difficile.
Enoncé. Soit f une fonction € vérifiant f(a) = f(b) = 0.

—@)x—b
Montrer que : Y x € [a, b], il existe ¢ €]a, b tel que f(x) = f”(c)%

K(l‘—a)(t—b)

Indication : On pourra utiliser la fonction h définie par h(t) = f(t) - oit K est une constante a choisir

Réponse.
Lindication dit qu’il faut utiliser la méme démarche que pour démontrer I'EAE
De plus on doit montrer "il existe " avec du f” et du = Donc c’est du Rolle itéré 2 fois

Idée : Un mélange entre EAF et Rolle itéré!!!

. . a+b .
Situation x = a ou x = b. Pour tout ¢, ona 0 = 0 donc ¢ = convient.

Situation x €la, b|.

On va utiliser le théoreme de Rolle itéré appliquer a la fonction h définie par

h(t) =f(t) _KW
> Je choisis K tel que h(b) = h(a) = h(x).
Ona h(a) = h(b) =0 et h(x) = f(x) _K%(x—b)'
Comme x€]a,b[,ona (X—a@)(x—=b)/5 %0
™
On trouve K = Teab
2

> La fonction h vérifie les hypotheses de ’application du théoreme de Rolle itéré
Ainsi il existe c €]a, b tel que h”(c) = 0.

> Synthese et conclusion :

D’une part : On calcule 2" ainsi h”(c) =0 < f"(c) =K.

fx

D’autre part K= m
2

(x—a)(x-b)
2

Remarque : Le nombre ¢ dépend de x, c’est clair surtout car f n’est pas un polyndme.
Donc on devrait noter ¢y plutdét que c.

Conclusion : f(x) = f"(c)

Fini O
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3 Accroissements finis.

3.1 Légalité des Accroissements finis.

Théoreme 6. Légalité des Accroissements finis ou EAF ou TAF
Soit a < b e R et f une fonction de [a, b] a valeurs dans R.

f est continue sur [a,b]
— Ilexistecela, b]

P b _
f est dérivable en]a,b[ tel que f'(c) = fb) - f(a)
b-a
Remarque : f'(c) = w peut s'écrire f(b) - f(a) = f'(c)(b— a)

Démonstration : On va utiliser le théoréme de Rolle appliquer a la fonction /& définie par
h(x)=f(x)— f(a)—K(x—a) oitKestune constante a choisir

> Je choisis K tel que h(b) = h(a).
f)-f(a)

Comme h(a) =0et h(b) = f(b)— f(a)— K(b—a), on trouve K = b—a

> La fonction  vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle qui assure que : il existe c €]a, b[ tel que &’ (c) = 0.
Comme /' (x) = [f(x) - f(a) -K(x-a)]' = f'(x)-K,onah'(c) = f'(c)-K=0

_ I -f@

Conclusion : f'(c) =K
onclusion : f"(c) b—a

Fini O

3.2 Linégalité des Accroissements Finis.

Théoréme 7. Linégalité des Accroissements finis ou IAF ou TAF
Soit I un intervalle et f une fonction de I a valeurs dans R ou C.

Version dans R ou C avec les modules.

f est dérivable sur I
= Alorsla fonction f est k-lipschitzienne
Veel |f'(nl<k CaDVx,x' el |f(x)- fxX)I<klx— x|

Version dans R sans valeur absolue.

f estdérivable sur 1
Viel,msfl(H)<M

= Vx,xelavecx <x, m(x-x)<f(x)- fx)<sM(x-x")

Interprétation physicienne d’inégalité des accroissements finis.

Linégalité des accroissements finis nous dit que

Un point mobile dont la vitesse instantanée v est toujours comprise entre v,,;, et v, 4, entre deux instants fy et #; par-
court entre ces deux instants une distance comprise entre v, x (f; — to) €t Umax x (1 — to).
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Démonstration : >Démonstration de la version sans les valeurs absolues dans R.
Pourtout x<x' €I, ona

Comme | est dérivable sur l'intervalle I, elle est bien continue sur [x, x'] et dérivable ]x, x'[ donc d’aprés
I'égalité des accroissements finis,

il existe c €]x, x'[ tel que f(x") — f(x) = f'(c)(x' - x)
On encadre f'(c) avec m et M et on n’oublie pas que comme x < x, on a bien (x' — x) = 0.
> Démonstration de la version avec les valeurs absolues dans R.

C’est la méme démonstration mais il est inutile de supposer que x < x' car quand on a de I'égalité f(x') —
f(x) = f'(c)(x' — x), on met les Valeurs Absolues et on majore sans appréhension car |x — x'| est forcément
=0.

> Démonstration de la version avec les modules dans C.

La démonstration dans C est différente
car |'égalité des accroissements finis n’est pas valide dans C.
La démonstration est difficile et n’est pas exigible, je la fais vite.

Pour tout x,x" € I, on a

> Comme f(x) — f(x) est un complexe, on peut écrire f(x) — f(x') = re'? avec r = | f(x) — f(x)I.

Je considere, sur I, la fonction i = Re(e_ie f) définie par
h(t) = [Re(e™ ™ )] (r) =Re(e . £ (1))
> La fonction h est intéressante car on a
h(x)—h(x') =Re(e”" f(x)) —Re(e " f(x')
=Re(e " (f(x)— f(X))
=Re(e ¥ re)=Re(r)=r = If(x) = f(x"]

ET la fonction h, étant une partie réelle, elle est a valeurs dans R et pas dans C donc & est une fonction
numérique "classique".

On va appliquer I'IAF a la fonction h.
La suite utilise des propriétés des fonctions dérivables a valeurs complexes.

> La fonction h est dérivable sur I et i’ = [Re(e”*? )]’ = Re(e™? f"). ainsi
veel, |W(@®)|=Ree f<le®f<lk=k

> Comme la fonction # est a valeurs dans R,
on peut utiliser 'inégalité des accroissements finis, ainsi |2(x) — h(x")| < k|x — x|
Or |h(x) - h(x")| = | f(x) — f(x')] donc cest fini!!! Fini O
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4 Applications classiques.

4.1 Lethéoreme de prolongement ¢.

Théoréme 8. Théoréme du prolongement %"

Soit f une fonction €' surla, bl
On suppose que : lim f(x) = £ et que )lcin}lf’(x) =/,
x#a x#a
Alors la fonction f se prolonge par continuité en a
et le prolongement est ¢ en a.

Démonstration : Soit x €]a, b(

> Comme }in}lf(x) = /¢, on prolonge f par continuité en a avec f(a) = ¢,
x#a
De plus on sait que le prolongement de f est continue sur [a, x].

> De plus on sait que f est dérivable sur ]a, x[ donc on peut appliquer 'égalité des accroissements finis sur [a, x] ainsi

il existe cx €]a, x[ tel que f(x)— f(a) = f'(cx)(x—a)

> On a maintenant Taux 4 = W = f’(cx).
On a cx €]a, x[, CaD a < cx < x donc grace au théoréme des 2 gendarmes, on a cx Pl
or f'(O) " A
Ainsi : Taux g = 7]0()2:5”) = f(cx) - 0

Conclusion : la fonction f est dérivable en a et f'(a) = ¢'. De plus f’(x) - 4

donc le prolongement est 1.
Fini O

4.2 Liens entre Dérivabilité et monotonie.

Théoréeme 9. La dérivée est nulle

Soit I un intervalle et f une fonction de I a valeurs dans R.
On a équivalence

(i) f est constante sur I.

(ii) f est dérivable sur I et f’ est nulle.

Démonstration : (i) = (ii) (ii) = (@)
Soitael.

Je suppose que f est constante égale a K.
On va démontrer que f est constante égale a f(a),

Soit a € I. On va démontrer que f est dérivable en a et N
CaDVxel, f(x)=f(a).

fl@=o0.
On étudie le taux Pour tout x € I, la fonction f est continue et dérivable sur
[a, x], donc on peut utiliser 'EAF sur [a, x]
f-fla) _ ﬂ 0——0 ainsi il existe cx €]a, x[ tel que : f(x) — f(a) = f'(cx)(x—
x—a x—a x—a ay.
Or f’ est nulle donc f’(cx) =0donc f(x) = f(a).
Ainsi f est dérivable en a et f'(a) = 0. Fini O

Théoréme 10. La dérivée est positive

Soit I un intervalle et f une fonction dérivable de I a valeurs dans R.
Ona
f' est (strictement) positive = f est (strictement) croissante.

Démonstration : Soita<bel
la fonction f est continue et dérivable sur [a, b] donc on peut utiliser 'EAF sur [a, b]
ainsi il existe ¢ €]a, b tel que : f(b) - f(a) = f' (c)(b— a).
Or f' est positive donc f'(c) >0etb>adonc f(b)- f(a) >0.
Fini O
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5 Exercices

Rolle et accroissements finis

Exercice 1. Soit (a,b,¢) € R3. On considere le polyndme A=4aX>3+3bX?>+2cX—-a-b-c.
En appliquant le théoreme de Rolle a un primitive de A,

montrer qu'il existe c € [0,1] tel que A(c) =0.
Exercice 2. Soit f:[0,1] — R dérivable telle que f(0)=1 et f(1) =e.
Démontrer qu'il existe c€]0,1] tel que f(c) =f’(c)
Indication : On pourra utiliser la fonction h:x— f(x)e™*

Exercice 3. Soit f:[0,1] — R une fonction continue et dérivable sur [0,1] telle que f(0) =0 et pour tout x€]0,1[, f(x)>0.

, o 2/'©) _f'0-0
M :D il 10 -
ontrer que : Démontrer qu'il existe ¢ €]0,1[ f©  fd-o

Indication : On pourra utiliser la fonction h:x— f2 () f-x)

Exercice 4. Soit f et g continues sur [a, b], dérivable sur ]a, bl.

_ !
1. Montrer qu'il existe ¢,d €]a, b[ tel que ]gCEZ;_]gCEZ; = 2:/((2))

b — !
2. (a) Montrer que : il existe e€la, b| tel que /D) - @) = f (e).
gb)-gl@ g'le
Indication : On pourra utiliser la fonction définie par h(x) = f(x)+ K g(x) O K est une constante a bien choisir.

(b) Application : Soit f et g deux fonctions ' sur R*. On suppose que : lignlei(r)ngz 0 et li(r)nf’/g’ =/.

Montrer que li(I)Ilf/g =/¢. (Cest le théoreme de I'Hospital).

——— Quand Rolle ne s’applique pas

Exercice 5. [Correction] Soit f une fonction dérivable sur R.
On suppose de plus que f(0)=0, f/(0)=0et f(1)=1, f'(1)=0

c
On va démontrer qu'il existe c€]0,1[ tq f’ (¢) = %

On considére la fonction ¢ définie par ¢ (x) = @

1. Montrer que la fonction ¢ se prolonge en 0
En déduire qu'il existe c€[0,1] tel que Yx€[0,1], ¢ (x) <¢p(c).
2. Justifier que ¢ #0.
3. Déterminer le DL;(1) de ¢. En déduire que c # 1.
4. En déduire que (/)/(c) =0 puis conclure.

Interpréter géométriquement le résultat.

Exercice 6. Soit f est une fonction dérivable sur [a,b] tel que f'(a) >0 et f'(b) <O0.

1. Faites un dessin. Montrer que la fonction f admet son maximum en un point intérieur.

2. En déduire que f’ vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires. (Cest le théoreme de Darboux).
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- Egalité-Inégalité des accroissements finis -

Exercice 7. Soit f une fonction continue sur R.
On considére la fonction F définie sur R par

X
F(0)=f(0) et VxeR", F(x)z%f fndre
0

1. Montrer que la fonction F est continue en 0 avec la méthode classique.

2. la fonction F est continue en 0 avec le théoréme des accroissements finis.

Exercice 8.
1. Montrer que :
Y (x,x") € R?, |arctan(x) — arctan(x’)| < |x — x|

2. Soit 0 < a<b. Montrer que :
na"l'<b"-a"<nb"!

3. Montrer que :
VxeR, 0<cosh(x)—1< xsinh(x)

Exercice 9. Soit (uy)nen la suite définie par

up=1 et VnelN, upsy1=vV2—-uy

1. Montrer que la suite (t4n)neny est bien définie et que VneN, u, € [0, V2]
2. Montrer que pour tout neN,

1
lups1 =1l S ———=lun -1l

2V2-v2

3. Justifier que 0 < 1

1
2V2-V2 )

4. En déduire que la suite converge vers 1.

Exercice 10. Soit (u,)nen la suite définie par

2Up

up=1 et VneN, upy;= ————
0 " In(u,)

1. Montrer que la suite (1) ,en est bien définie et que VneN, u, =1

2. Montrer que pour tout neN,

lu, —el < on

3. Que peut-on conclure?
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X
Exercice 11. Soit f la fonction définie sur Ry par f(x) =

7 . - s . x+2-
On va étudier la suite (uy,)en définie par

up€lo, 1l et VneN, uy+ = f(uy)
1. Justifier que 10,1[ est stable par f.
Que peut-on en déduire concernant la suite (u;)nen ?

2. Montrer qu'il existe un unique a € [0,1] tel que a = f(a).
Que peut-on en déduire concernant la suite (u4;)en ?

2e\"
\u, —al < (—)
9

3. Montrer que pour tout neN,

Que peut-on en déduire concernant la suite (i) nen ?

—— Rolle, Rolle généralisé et Rolle itéré —

Exercice 12. Racine d'un polynéme.

1. Soit P un polyndme de degré 23. Montrer que P admet au moins une racine réelle.

100

2. Montrer que I'équation x° +3x+2=0 a au plus 2 solutions réelles.

3. Soit P un polyndme de degré 5. Combien au maximum I'équation e* = P (x) a-t-elle de solution dans R?

Exercice 13. Soit n€N. On considere le polynéme A= (Xx?-1)".

1. Soit k€{0,1,...,,(n—1)}.
Démontrer la théorie de la multiplicité, montrer que A(k)(l) = A(k)(—l) =0.
2. En déduire que A™ a exactement n racines dans R.

Exercice 14. Soit ne€N. Soit f une fonction € sur R et a < b deux réels.
On suppose que f(a) = f'(@) =...= f" V(@) =0 et que f(b)=0.
Montrer qu'il existe c €]a, b[ tel que f(")(c) =0

Exercice 15. Soit f une fonction ¥ sur R telle que f(1)=f(2)=0
Montrer que V x, ¢, € R tel que :
f(Z)(Cx)
2!
Indication : On pourra utiliser la fonction définie par h(x) = f(x)+ K (x—1)(x —2) ot K est une constante a choisir.

fO=x-Dx-2)

Exercice 16. Soit f une fonction de classe € sur R.
Montrer que V x € [0, b], ¢, €]0, b|,
2
X
f X =f(0)+f’(0)x+f”(cx)§

2

.. X N
Indication : On pourra utiliser la fonction h définie par h(x) = f(x)— | f(0) + xf'(0) - K e ot K est une constante

a choisir.
Exercice 17. Soit f une fonction réelle admettant n zéros ay, ay, ..., an tels que a; < ay <... < ay.
On suppose que f est n fois dérivable sur [ay, a,].
Montrer que V x, Acy €]lay, anl tel que :

f(n) (cx)

n!

f(x)=(x-a))(x—az)..(x— ay)

Indication : On pourra utiliser la fonction définie par h(x) = f(x) + K (x— a1)(x — ap)...(x — a,) Ou K est une constante a
choisir.
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