MPSI DS7. Lundi 10 Mars 4 heures

Algebre linéaire.

Exercice 1. [Correction] Soit ne€N*. On se place dans R, [X] et on note % = (1, X, X?%) sa base classique.

On considére les fonctions suivantes

1 X X+1
[ R [X] =Ry [X] ; PME[P(E)JFP(T)

¢:Ry[X]-R; P— P(1)
On convient que f*=id et que f"=fo..of

1. Justifier que ¢ est un morphisme de Ry (R) a valeurs dans R.

En ce que ¢ est le morphisme nul ? En déduire que Im(¢) =R.
Déterminer une base et la dimension du noyau.

2. Vérifier que f est un endomorphisme de Ry[X].

3. Soit les polyndmes Py=1,P; = -2X+1, P, =6X>—6X + 1.
(a) Justifier que : € = (Py, P1, P2) est une base de Ry[X].
(b) On note Ej =ker(f—A7id)
Calculer f(Py), f(P1), f(P3) en fonction de Py, P; et P,
En déduire que Py € Ey, que P; € Ei/, et que Py € Eyy,

4. Soit le polynéme P=a+bX + cX? avec (a,b,c) €R.
(a) Déterminer les coordonnées de P dans la base €

(b) En utilisant la question Q3b., calculer [¢po f"1(P) en fonction de a, b, c.

1
(c) En déduire que lim [¢po f"](P) :f P(pdt
n—oo 0

Polyndéme

Exercice 2. On considére la fonction fdéfinie sur ]11,+oo[ par f(x) =
Il est clair que la fonction f est € sur ]1,+ool.

1. Montrer que, pour tout neN, il existe un polynéme P, tel que

P,(x)e*

Va1, S0 = T

De plus exprimer P, en fonction de P, et de P,
2. Calculer Py, P; et P,
Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.
3. Montrer que sur ]1,+ool, f est solution de I'EDL1 : (x—1)y' - (x=2)y=0

En utilisant la formule de Leibniz, montrer que : VneN, Vx>1, Pyi1(x) = (n+2—x)Py(x) + n(x—1)Py_1(x).
4. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, la relation P), = -nP,_;.
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Série

Exercice 3. [Correction] Régle de d’Alembert

On considére dans cet exercice une série Z U, a termes strictement positifs, CaD VneN, u, >0

n=0
Un+1
On suppose que ——/€eR
n n—oo
et on souhaite en déduire la nature de Z u, de la valeur de 2.

n=0
1. On suppose dans cette question que ¢ > 1.
(a) Montrer que () en €est croissante a partir d'un certain rang.

(b) En déduire que la suite (up)en ne converge pas vers 0.

La série )_ u, est converge-t-elle?
n=0

2. On suppose dans cette question que £ € [0,1].

/+1 ) /+1
On noteK:T. Il estclaquue:0<€<K:T<1

(a) Montrer qu'il existe un rang Ny telle que Vn= Ny, u, <K x vy,.
En déduire qu'il existe une constante C telle que Vn= Ny, u, <Cx K"

(b) En déduire que la série ) u, est convergente.
n=0

_— . 1 1
3. En considérant les séries Z— et Z—z montrer que lorsque £ =1, on ne peut pas conclure.
n n

En résumé (et cette propriété sera au programme de spé) :

. Un+l - .

— Si —— —— ¢ >1 alors la série Z uy, est divergente.
Up n—oo n=0

. Un+l

— gj =nfl

u, n—oo

¢ <1 alors la série Z u, est convergente.
n=0

. Up+1

— Si —

—— ¢ =1, on ne peut pas conclure quant a la nature de la série.
u, n—oo

4. Une application.

En utilisant le critere d’Alembert, déterminer la nature de la série ZW
)
u 1
5. On suppose que o= gy ﬁ(—z) avec ¢ > 0.
U, n—oo n

En considérant la série télescopique, montrer que la suite (ln—) converge.
neN
En déduire qu'il existe une constante a tel que : u, ~ a.f"
n—oo
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Exercice 4. [Correction] Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f (1) = —

1. Soit ne N~ fixé.

(a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [e, +ool.

n+1
(b) Montrer que : esf fdt
n

n+l
(c) Justifier que I'équation f(X) =f fde
n

admet une unique solution dans [1, +oo

elin n+1
On note uy, cette solution. On a donc f (u,) = :f fdte
Up n
2. Pour tout neN*

e n+1 en+1
a) Montrer que : — < ndts

(3) aue: S< [ pdrs

(b) En déduire que un encadrement de u, puis que u, e

3. Comme uy, o ﬁoon+0(n), on décide d'écrire u, = n+ a, avec a, = o(n)

—00

n, CaD u,
n

n+l ,t n+1 n n+l 5t
e e e e

(a) Montrer que : VneN*, f —dt= f
n t n+1 n n

— ?dt

en+1 e’
(b) Déterminer un équivalent (quand n— +oo) de A, =

n+1 n

n+l ,t
. < , e
(c) Démontrer, a I'aide d'un encadrement, que By, =f pdt = o(e"/n)
n n—o0

(d) Démontrer que a, =In [M—Z (A, +By)
e

La suite (a;,) converge-elle ?
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Sujet 2

Exercice 5. Compléments/Rappel sur les supplémentaires

Définition 1. Somme et somme directe de Ssev
Soit E un R-espace vectoriel et F,G deux ssev

> On définit I'ensemble F+ G par F+G = {? €E|3(f,§)eFxGtel que @ =?+§}
Ainsi @ € F+G Ssi il existe/on peut écrire e = ? +g avec (f,g) € FxG.
On admet/rappelle que : F+ G est un ssev de E.

> On dit que F et G sont deux ssev supplémentaire de E, noté E=F& G

Ssi V€ € E, il existe un unique couple (?,E’)eFx G tel que ¢ =7+ g

1. Comment justifier que F et G sont deux ssev supplémentaires de E
(a) Démontrer que : E= Fo G si et seulement si E=F+G et FNG= {0}
(b) On note By = {]_ﬂ),...,ﬁ:} une base de F et % ={g1,....§4} une base de G

Démontrer que : E=F &G si et seulement si = %BruPBg= {E,...,ﬁ,g{,...,g;} une base de E

2. Existence d'un supplémentaire
Soit E un R espace vectoriel de dimension finie.

Soit F un ssev B = {]_”1),...,]7,;} une base de F.

Montrer qu'il existe G un ssev de E tel que E=Fa& G

Exercice 6. Recherche d’un supplémentaire commun
1. On suppose que H; et H, sont des hyperplans de E avec H) # H».
(a) Justifier I'existence de vecteurs UeH et VeH,telsque U ¢ Hy et 7 ¢ H;
(b) Montrer que : W="Tu+ v ¢ (H; UHy)
(c) Montrer que G = vect(w) est un supplémentaire commun de Hj et H,,
CiDE=HeGet E=H, G

2. On suppose que F et G sont deux ssev de E avec F # G et dim(F) =dim(G) = p.

(a) Montrer qu'il existe F' un ssev de E tel que (FNG)& F' =F.
On construit de méme un ssev G’ de E tel que (FNG)® G =G.

(b) Justifier que F'nG'= {0} et montrer que dim(F') = dim(G') € N*. On note @ = dim(F") = dim(G).
(c) On considére {]_“1),,]_?:,} une base de F' et {gi,..., g2} une base de G'.
Pour tout i €{1,...,a}, on considére w; = Z +g; et on note H = Vect{wy, .., wa}.
i. Montrer que la famille {wy, ..., wg} est libre.
ii. Montrer que FNH = {6}
iii. Montrer que : H est un supplémentaire commun de F et G, CaD E=FeHet E=Go H
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Exercice 7. Les noyaux s’essoufflent
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
Pour tout k€N, on note fk=f0f0---0f et on convient f°=id
On note K =ker(fk) et I = Im(fk)

1. Image d’'un Ssev par un morphisme
Définition 2. Image d'un Ssev par un morphisme
Soit H est un Ssev de E.
On définit I'image de H par f, noté f(H), par f(H)={€¢ €E|3acH, tq ¢ =f(a)}

Ainsi € € f(H) Ssi il existe/on peut écrire € = f (@) avec d € H.

Remarque : La notation est "ambigu" car elle ne "distingue" pas f(e) et f(H)
Lorsque e est un vecteur alors f(e) est un vecteur
Lorsque H est un ensemble alors f(H) est un ensemble
On peut définir f(H) avec f une fonction et H un ensemble

Mais Lorsque f est un morphisme et H un ssev, alors f(H) est un ssev (admis).

(a) Montrer que : VpeN, f(Ip) =1y
(b) Montrer que : Si G, H sont deux Ssev alors f(G+ H) = f(G) + f (H)

(c) Montrer que Si (hy,..., hy) est une base du ssev H alors (f(h1),..., f(hy)) est une famille génératice de f(H).

2. Soit peN. On va démontrer que : dim(Kp3) — dim(Kjp41) < dim(Kj1) — dim(K})
(a) Montrer que : dim(Kp42) —dim(Kp11) = dim(Ip41) — dim(Ip42)
et justifier qu'il existe un Ssev H de E tel que I, =I,;1® H

(b) En utilisant les propriétés "naturelles" démontrer a la question Q1.,
démontrer que : dim(Iy11) —dim(Ip,2) < dim(lp) —dim(Ip41) et conclure.
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Exercice 8. [Correction] Régle de Raabe-Duhamel

Dans cet exercice, on énonce un critere de convergence qui précise le cas ambigu de la regle de d'Alembert.
On considére toujours une série Y u, 3 termes strictement positifs.
n=0
n+l

u a 1 .
On suppose que = l-—+o0|—| ol a€eR.
u n n

n n—oo

1. Démontrer que si a <0 alors la série Z u, diverge.
n=0

2. On suppose dans cette question que a > 1.

. l+a . N . L. 1
Soit = — [l est clair que 1 < < a et on considére la suite (v;)pen définie par VReN, v, = —5-
n
, . L v u
(a) Déterminer un équivalent de —=% — =L
Un Un

En déduire que : 3Ny tel que V= Ny,

u v
n+1s n+1.

Un Un
(b) Montrer I'existence d'un réel positif K tel qu'on ait u, < Kvy, a partir d'un certain rang.
(c) En déduire que la série Y u, converge.
n=0

3. On suppose maintenant que a € [0;1].

En adaptant le raisonnement de la question précédente, démontrer que Z un est divergente.
n=0
a+1

On notera que ici a<f= > <l1.

Un+1

a 1
4. On suppose que = 1——+ﬁ(—2) ol aeR.
n—co n n

n
On considérant la série télescopique, montrer que la suite (In(n un))nel\l converge.

. g a
En déduire qu'il existe une constante a tel que : u;, ~ —
" oo n¢
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Exercice 9. [Correction]

Partie I. Etude d’une suite et de sa série.
On considére la suite (u,) définie par

(n+)7 gin ¢

VneN, uy :f Tdt et sa série associée Z Uy
nm

(n+1)m sint

T sint
Tdt: (—1)"

dat

1. Montrer que : uy, =f
nm 0o +nnm

En déduire que la série Zun est alternée.

T sint

2. On note a;, = |uy| :f
t+nm
3. En déduire que la suite (S,,) définie par

dt. Montrer que la suite (a;) est décroissante et converge vers 0.

n (n+)m sint
VneN, Sn=Zuk=f —dt
k=0 0 t
converge vers une limite ¢

Partie Il. Etude d’une fonction. e
- sint
On considére la fonction f définie sur Ry par f(x) =f Tdt
0
On admet que la fonction f est bien définie sur R,

1. On suppose que 0< x < y. Montrer que

r0)-rwl<
Indication : On fera une IPP avant de majorer.
2. On fixe x> 0.
(a) Montrer qu'il existe neN et r tel que : x=nT+ret0<r<nu
(b) En déduire que : | f (x) = Sp—1] < %
(c) Dépendance et final

> Expliquer pourquoi le nombre n dépend de x donc je le note ny
> Justifier que ny o, Too puis que fx) x:»wf
Rappel : ¢ est le nombre trouvé a la fin de la partie I.
Partie Ill. Calcul de 7. ) )
1. On considere la fonction ¢ définie par ¢ (f) = - — —
t sint
Déterminer les limites de ¢(x) et de (p'(x) quand x —0

. A x . . 7
On admet que (théorémes & venir) que grace 3 ces 2 limites la fonction ¢ est €' sur [0, 5]

Ty
et que / ¢ (1) sin[2n+1)t]dt n—) 0 Lemme de Lebesgue.
0 —00
2. Calcul d'une intégrale

n in[2n+1)¢
(a) Montrer que : Vte]O,g], 1+2) cos(2k) = M
k=1

nt
(b) Cette égalité se prolonge-t-elle en t=07
zsin[@2n+1)¢ b4
(c) En déduire que : Vn eN, ],lzf2 Mdt:—
0 sint 2
Zsin[(2n+1)t
3. Pour tout neN, on considere I, :fz sinfn+ 1)1 ; ) ]dt
0

T
Montrer que I, — E Indication : Utiliser le théoréme de la distance, la question précédente et Lemme de Lebesgue
n—oo

/2 7
4. En comparant f( 2n+1) 5 ) et I, montrer que ¢ = 5
Rappel : f est la fonction de la partie Il et £ est le nombre trouvé a la fin de la partie I.

) . . . *toogint b4
Conclusion Final : Ce probléme a permis de montrer que : Tdtz 5
0
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Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. ¢ est une forme linéaire ?

On doit montrer que ¢ est linéaire et a valeur dans R. Facile.

Deéterminer son image et une base de son noyau. ?
> Im(¢p) est une ssev de &/ =R. Or dim(R) =1

Donc dim(lm(d))) =0 ou 1.
Comme ¢ n’est pas la fonction nulle, donc Im(¢) n’est pas réduit au vecteur nul

Conclusion : dim(lm((p)) =lete(f)=R=o

> Avec le théoréme du rang, on a dim(ker((p)) =n

De plus la famille ((X— 1D, (X - 1)2,...,(X— 1)”) est une famille libre (les degrés sont 2 3 2 #),

dans ker(phi) et de cardinal n
donc c’est une base de ker(¢)
2. On doit montrer que ¢ est linéaire et a valeur dans Ry [X]. Facile.
3. Soit les polyndmes Py =1, P} = —2X+1, P =6X% —6X +1.
(a) famille libre (les degrés sont 2 a 2 #),
dans Ry [X] et de cardinal 3
donc c'est une base de R [X].

(b) On a
f o
Pyl )= =1=Py
f S R
Py fPy)=-= X+2—2P1
f 6., 6. 1 1
Pods fPy == 2x2_2x42-1p
2= [ (Po) 4 1T

4. Soit le polynéme P = a+bX+cX? avec (a,b,c) eR.
(a) On a

o

Cc 1 1 1
P=a+bX+cX2=5|6X2-6X+1|+27P | _ox 41|+ 2lrsC

1]
1.1
u+§“l?'+§c

c 1
=..€..P2+7(7..C..7b)P1 + Py

(b) A cause Q3b, on a
POi’f(PO):PO’i’""i’fn(Po)ZPO
1 1 n
Plif(PO):Epl’i’""i’fn(Pl):(E) Py

1 1\"
Pz*i’f(Po)=sz*i’"'i'fn(Pl)=(Z) P
Grace a la linéarité de f, on a

1 1 1
) = gf”(Pz) +5e=b) [P +a+ Sb+ Zcf"(Po)

LS b)1P+(+1b+1)P

Tean 2t TP gnaT| TR ye)te

Grace a la linéarité de ¢, on a [ Of”](P)—EL (P)+l(—c—b)L (P)+(a+lb+lc) (Po)
b ¢ =g PP+ n 1 s+ 3¢90

¢ Lc+b
Conclusion : [(pof"](p):4%+ 2(;1 )

1 1
+(a+ §b+ gc)
(c) On a maintenant

1
. . Clg 3(cth)
n —
nhm [pof ](P)—nhm o + on

1 1 1 1
+(a+—b+—c) =a+-b+—-c
2 3 2 3
et
1

1 1 1 1
f P(t)dtzf (a+bt+ct2)dt:[Primitive =a+-b+—-c
0 0 2 3

0

Donc c’est bien égale.
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Solution de I'exercice 3 (Enoncé)  On considére dans cet exercice une série Y uy a termes strictement positifs, CaD VneN, uy >

n=0
0
u
On suppose que ntl L /eR
U, n—oo
et on souhaite en déduire la nature de Z uy de la valeur de 2.

n=0
1. On suppose dans cette question que ¢ > 1.
(a) Montrer que (up)pen est croissante a partir d'un certain rang.

u
Pour neN, on a up+1 —up=up ntl g
Un
) . Lo s Up+1 —
J'applique la définition de —— —-1——L=¢—-1>0avec e=—— >0
Un n—oo 2
u 1-¢ ¢-1
Ainsi il existe Ny tel que Vn= Ny, " ) <Lte=l-1+——=——>0
Up 2 2
. u -
Conclusion : Vn= Ny, uUp+1—Un=1Up ZH—I < up 5 >0.
n

(b) En déduire que la série Y uy est divergente.
n=0
A partir du rang Ny la suite est croissante, donc on a 0 < UNy S UNy+1 S S Up
Conclusion : la suite (uy)en Ne converge pas vers 0, donc la série Z uy est divergente.
n=0
2. On suppose dans cette question que £ € [0,1[. On fixe un réel K €1¢;1[ par exemple K= %

(a) Montrer qu'il existe une constante C et un rang Ny telle que Vn= Ny, u,<CxK".

Up+1 1-
A . favece=——>0
o) 2

J'applique la définition de
up n—

u 1+¢
Ainsi il existe Ny tel que V= Ny, nl clve= > =K
Un

= up+1 < Kup

Conclusion : "A la mode géo", on a Vn= Ny, u, < K" No n, =Cx K" avec C= uNOK_NO

(b) En déduire que la série ) uy, est convergente.
n=0

Comme up >0 et up = O (K™) et la série de référence géo Y K" converge
—00

Conclusion : la série Z up est convergente.
n=0

1 1
3. En considérant les séries ) — et ) —, montrer que lorsque £ =1, on ne peut pas conclure.
n n

1
- 1 . u n
La série Z— est divergente et ntl _ntl _
n Un 1 n+1 n—oo
n
1
L 1 u +1)2 n?
La série Y — est convergente et nil _ (D)7
n? Un 1 (n+1)2 n—oo
n2

Un+1
—— —— /¢ =1, on ne peut pas conclure.

Conclusion : Lorsque
n—oo

Un

4. Une application. En utilisant le critére d'Alembert, déterminer la nature de la série ZW

(%)

On a
1
uner _ Cret) _ G
Un % ()
%)
_@en! (n+Di(n+1)!
T 2n+2)! nin!
n+)(n+1) nll+oMnll+o(1)]

= = =~[1+0(1)] —— ~
@n+2)@2n+1)  2nl+o(M2n(l+o(1)] 4 n—co 4

. L. 1 . u 1
Conclusion : La série ZW est 3 terme >0 et L — 1 <1
U, n—oo
n

Donc d'apres le critere de D'Alembert, la série converge.
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Up+1 1
5. On suppose que ” n:w€+/)’(ﬁ) avec > 0.

n
En considérant la série télescopique, montrer que la suite (ln Z_"] converge.
neN

En déduire qu’il existe une constante a tel que : uy s al”
—00
0 =ln2 0
n note a, = n - Ona

upt1 0"
Un on+l

oot
ufeo[)

=0+0(?)

Un+1 —lnﬂ -1

an+1—ap=1In on+l =

=In

avec D:ﬁ(iz) et ﬁ’ DZ) ﬁ(%)

o[

Conclusion : La série télescopique Zdn+1 — ayp est converge donc la suite (ln [—n) converge.

On note a sa limite

- Un
Ainsi on a lnl—n =a+o(l)
Up
o
Conclusion : up, =¢"e®[1+ o(1)] oo a.l™ avec a=e%*>0

= e@+0() — o p0() _ 17 4 5(1)]
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Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

t
1. Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f(#) = ¢

tel —e! =
a) La fonction f est dérivable sur [1,+oco[ et V=1, (1) = =e’~—— Dol le tableau
£2 2

t 1 +00

o +

f(t) / +00

e

Ainsi La fonction f est continue strictement croissante

donc elle réalise une bijection (croissante) de [1,+o0o[ sur [e,+oo]
(b) Comme f est croissante sur [1,+oo[, on a que

: Pour tout te[n,n+1], on a f(t) = f(n)= f(e)
Onintégrede t=nat=n+1

n+1 n+1
Ainsi onaf f(t)dt;f edt
n n

_

=e

n+l
(c) Comme f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [e,+oo[ et que le nombre f fdre e, +ool
n

n+1
On sait que I'équation f(X) =f f(t)dt admet une unique solution dans [1,+oo.
n
On note uy, cette solution.

2. Pour tout neN¥.

(a) On a ainsi

— Comme n=1, la fonction f est croissante sur [n,n+1],
n

e en+1
ainsionate[n,n+l], —=fnm<sfO<sfn+1)= .
[ ] " Fm<f@<f( ) P
— On intégre sur [n,n+1] ainsi
n en n+1 n+l on+l
f dat sf f(t)dtsf dt
n n+l n n n+1
|
_el _en+1
“n T n+l
el n+1 n+l1
(b) On remarque que — < fde<
n n n+1
—_ L 1 L 1
=fn) =f(un) =f(n+1)
u
Or f est croissante donc n<up <n+1 et a I'aide des gendarmes = P 1.
Conclusion : u, ~ n
n—oo
3.
(a) On fait une IPP
(b) Etude de Ay et By |
i. Ona
e+l on e 1 en—(n+1 ne-1-1 e—1)n[l1+o(1 e
et h 1 n ( ): nh( ) :e”( n| ()]:(e—l)—[1+o(1)]
n+l n n+l n nn+1) nn+1) nnl[l+o(1)] n
en
~ (e-1)—
n—oo n
ii. Ona
et en+1
>OnaVienn+l], 0S5 <—.
n
n+1et en+1
> On integre sur [n,n+1], ainsi Osf —drs —-—
n t n
en+1
B 2 e
Ainsion a 0s —2 < = _
e” e n
n n
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. Bn N e"
Conclusion — — 0, CaD By, =o0o|—
e~ n—+oo n

n

(c) On a

eln

n+l1
flup) = f f)dt=An+By
n

Up
= up=n+ap=Inlu, (A, +By)]

= ay =-n+Infuy (A, + Bp)l
=In(e™") +In[upn (Ay + Bp))
=In[e " uy (An+ Bp)|
_ n(An+Bn)
g

On sait de plus up=n+o(n)
An=%lle-D+oM] = e-D+o(4)
ool
Un (Ap + Bp)
en
(n+om) (4 (e-D+o(%)+0(%))

el

On a donc a, =In

=In

:1n((e—1)+o(1)) — In(e-1)
n—+oo
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Solution de I'exercice 8 (Enoncé) Dans cet exercice, on énonce un critére de convergence qui précise le cas ambigu de la régle de
d'Alembert.

On considére toujours une série Z Up a termes strictement positifs.
n=0

On suppose que

Up+1 o 1 N
L = 1——+0(— ou aeR.
up n—oo n n

1. Démontrer que si @ <0 alors la série Z up diverge.

n=0
Un+ a 1
On suppose que ntl l1-—+40 —) avec a <0.
n—00 n n
Donc - 1%, ainsi il existe Ny tel que V 1 = N, ntl o

up nN—o© Up

A partir du rang Ny la suite est croissante, donc on a 0 < UNy S UNp+1 S S Up

Conclusion : la suite (uy)en Ne converge pas vers 0, donc la série Z uy est divergente.

n=0
2. On suppose dans cette question que a > 1.
. , 1+a s 1
On fixe un réel ﬁe]l;a[ par exemple = et on considere vy, = 5
n
v u
(a) Déterminer un équivalent de ol Tl
Un Un
u v
En déduire que : ANy tel que Vn = Ny, —ntl  Tntl
Un Un
On a
Une1 Upsr 1P [ 1)
— = — ——+4o0l|—
vn Un (n+1)8 n n
1,78 a 1
={1+=| -|1-—=+0|—
n n n
1 o7 1
- 1_E+o(-)] - +0(—)
n n n n
a- 1 a-—
)
n n)n—oco n
a-
Comme >0 et on sait que les équivalents "conservent" les signes

v u
Ainsi 3N tel que Y n = Np, —=L - 2L 5

Un Un
(b) Montrer I'existence d'un réel positif K tel qu'on ait u, < Kv, a partir d'un certain rang.
A . Un+l _ Un+l
A partir du rang Ny, on a —=2 < 2
Un Un
u u
ntl Zn

Un+1 Un

Comme uy et v, sont positifs, on a:

. u . . R .
La suite (—") est décroissante a partir du rang Ny
Un

Conclusion : Vn= Ny, — < < g —2

uhh

UNy

D’ou le résultat avec C =

(c) En déduire que la série ) u, converge.
n=0

N o . 1 1 L. .
Comme 0 < uy < Kvy, a partir d’'un certain rang, on a up = 0(vy) = ﬁ(—ﬁ) et Z—ﬁ est une série de Riemann
n n
convergente
Donc la série Z Up converge.
n=0

3. On suppose maintenant que a € [0;1].

En adaptant le raisonnement de la question précédente, démontrer que Z uy est divergente. (On pourra choisir un § tel
n=0
que Y vp diverge).
n=0

u a
4. On suppose que AR S T
Un n

n—oo

1 N

—2) ou a €R.

n

On considérant la série télescopique, montrer que la suite (In(n® un))neN converge.

En déduire qu'il existe une constante a tel que : u,; ~
n

a
—o0 p@
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Un
On note a;=In—. On a
na

-1 D% -1 @y [Uns1 17
ap+1 = an =In(up41 (n+1)7) - In(upn™) =In up (n+1¢
a

1o L)) i+

n n2 n
cn(i-E o[ L)) [+ o)

n n? n n?
_1n(1+l[a—a]+ﬁ’ iz)

n n

avec D:ﬁ’(nl ) et 0(0?) = ﬁ(%)

-o(o?)

Conclusion : La série télescopique Z(an+1 — ap) est converge donc la suite (ln —a) converge.
n

On note L sa limite

Ainsi on a In(un%) =L+ o0(1)

= up,n®=elt0W = Lo = L1y 4 o(1)]
L

. e a L
Conclusion : up=—I[1+0(1)] ~ — aveca=e">0
na n—oo pa
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Solution de I'exercice 9 (Enoncé)
Correction trés/trop rapide

Partie |. Etude d'une suite et de sa série.

On considére la suite (uy) définie par

(n+D7 gin ¢ - »
VneN, up= Tdt et sa série associée Zun
nm
(n+1)7 gin ¢ T sint
1. Montrer que : unzf —dt=(-D" dt
nm r 0o t+nm

On fait le changement de variable u=t—nn

En déduire que la série Y_ uj, est alternée.

t+nm
car sur [0,7], tout est =0 et les bornes sont croissantes

T sint
Onaf dr=0
0

T sint

2. On note a, = |upnl :f dt. Montrer que la suite (a;) est décroissante et converge vers 0.
0

t+nn
Décroissante ?

Up+1 — Un = On remplace, on regroupe, on FFB et on regarde les signes sur le plateau
Converge vers 07

T sint T o1
Ona:Osf —dtsf dt
0o t+nm o O+nnm

puis gendarmes

3. En déduire que la suite (S;) converge vers une limite ¢

critére spéciale des séries altenées

Partie Il. Etude d’une fonction.
- Xsint
On considére la fonction f définie sur Ry par f(x) =f Tdt
0

On admet que la fonction f est bien définie sur R4

1. On suppose que 0< x<y. Montrer que : |f(y) - f (0] <

=N

On a avec une IPP

Y sint X sint
[f(y)-fw|= X Tdt_fo Tdt‘

Ysint
_ f sin dt'
X t

lci IPP
— y y
cost _f cos(t)dt
t x Jx 2
y

cos(x) cos(y) +f cos(t)dt‘
X y 12
Inégalité triangulaire

cos(y) ‘ +fy
y X

X

cos(x)
X

N

+

cos(f)
0

2. On fixe x>0.

(a) Montrer qu'il existe neN et r tel que : x=nam+ret0<r<mn
2

(b) En déduire que : |f(x) = Sy—1|<—
nm

(c) Dépendance et final
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> Expliquer pourquoi le nombre n dépend de x donc je le note ny
ifi oy . .

> Justifier que ny o TOO puis que fx) x_.+ooé

Rappel : ¢ est le nombre trouvé a la fin de la partie I.

Partie Ill. Calcul de 7.

1 1
1. On considere la fonction ¢ définie par ¢ (f) = - — —

t sint
Déterminer les limites de ¢(x) et de ¢'(x) quand x — 0

T
On admet que (théorémes a venir) que grice a ces 2 limites la fonction ¢ est €1 sur [0, —]

/o
et que f ¢ (1) sin[@n+1)t]dt P 0 Lemme de Lebesgue.
0 —
2. Calcul d'une intégrale

T L sin[@n+1) ¢t
(a) Montrer que : Vre€ ]0,—], 142 Z cos(2kt) = M
2 = sint
(b) Cette égalité se prolonge-t-elle en t=07?

Zsin[@n+1)¢
(c) En déduire que : VneN, ]n:f2 W—+)]dl‘— d
0 sint 2

7 sin[2n+1)1]
3. Pour tout n€N, on considére I :f fdt
T
Montrer que Iy, g Indication : Utiliser le théoréme de la distance, la question précédente et Lemme de Lebesgue

4. En comparant f( (2n+1)% J et I,;, montrer que ¢ = i

Rappel : f est la fonction de la partie Il et £ est le nombre trouvé a la fin de la partie I.

. . N . +00 sin ¢ 7
Conclusion Final : Ce probléme a permis de montrer que : d
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