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Autour de Divise.

Exercice 1. [Correction] On suppose que A divise B, montrer que A® divise (A'B— AB').

Exercice 2. [Correction] Il y a-il un argument de cohérence, CaD sans calcul, pour dire si les égalités suivante sont des division
euclidienne 7

X"+ X2 -X+1 =X X"+ X) - X+1
I —— L 1
A B Q R

X"-X+1=X X" 1-1)+ 1
| I | L) 1 | I—
A B Q R

X'-X"41=(X-1) X" -1+ X
l | 1l [ —
A B Q R

Exercice 3. [Correction] Déterminer le F@Ste de la division euclidienne de A par B.
Méthodologie.
On déterminer le degré possible de R qui heureusement sera petit puis les coefficients.
A=X" et B=(X-42).
A=X"et B=(X-1)(X-2).
A=X"et B=(X-1>
A=(X+1)"-X"-let B=X*+X+1.

e

— Plein de démonstration du théoréme sur les racines ——

Théoréme 1. Définition, Caractérisation.

On considere A € R[X] un polyndme et r e Rou C.
On a équivalence entre

(i) r est une racine du polynéme A.
(i) A(r)=0

(iii) (X —r) divise A.
CaD 1l existe un polynéme Q telque A= (X -1)Q

Exercice 4. [Correction] Démonstration de (ii) = (iii) avec la formule de Taylor.
On suppose que A(r) =0 et que deg(A) <n.

Enoncer le théoreme de Taylor pour les ponnémes (en particulier quelles sont le/les hypothéses du théoréme).
En utilisant le théoreme de Taylor, trouver P tel que A=(X-r)P

Exercice 5. Démonstration de (ii) = (iii) avec la division euclidienne.
On suppose que A(r) =0 et que deg(A) < n.

En suivant la démarche du travail 8, déterminer le reste de la division euclidienne de A pas (X —r).

Exercice 6. [Correction] Démonstration de (ii) = (iii) avec le principe de superposition.
On suppose que A(r) =0 et que deg(A) < n.

1. Soit k€ {l1,...,n}. Déterminer un polynéme Qj tel que xk—rk=(XxX-n0,.
2. En déduire qu'il existe un polynéme P tel que A= (X-r)P.
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Exercice 7. Démonstration de (ii) = (iii) avec I'algébre linéaire.
On suppose que A(r) =0 et que deg(A) <n.
On considére H={P e R,[X], tel que P(r) =0}

Montrer que H est un ssev strict de R,[X]. Que peut-on en déduire sur dim(H) ?

Montrer que : B = [(X— r, X(X-r),.. X" (X~ r)] est une famille libre de H.
Que peut-on en déduire sur dim(H) ?

Déterminer dim(H) puis que % est une base de H.

En utilisant la base & montrer (iii)

Factorisation - Rigidité
Exercice 8. Soit neN*. Soit P, le polynéme

X(X-1) X(X-1..X-(n-1))

n!

P,=1-X+ e+ (=D"

> Calculer et factoriser P;, Py, P3

> A votre avis, quelle est la factorisation de P,,. Démontrer le.

Exercice 9. [Correction] Soit n€N et P €R,[X] un polynéme de degré < n.

k
0] :Vke{0,1,..,n}, P(k)=——
n suppose que € { n}, P(k) 1

On va calculer P(n+1)

On considére Q(X) = (X+1)P(X)-X
1. Vérifier que Q est un polyndme de degré < (n+1).
2. Trouver ses racines. Ecrire sa factorisation et déterminer son coefficient dominant.
3. Calculer P(n+1)

Exercice 10. [Correction] A la recherche de propriétés caractéristiques des polyndmes.

Justifier, avec un RA, qu'il n'existe pas de polyndme P € R[X] tel que

. Pour tout xe R, P(x)=sin(x) Justifier qu'il n'existe pas de polynéme P € C[X] tel que
. Pour tout xeR, P(x) =e*
5. Pour tout zeC, P(z)=2
x2+1
. Pour tout xeR, P(x) =|x| 6. Pour tout zeC, P(z) =|z|

1
2
3. Pour tout xeR, P(x) =
4
Exercice 11. [Correction] Soit P un polynéme 1-périodique CaD vérifiant P(X +1) = P(X)
On va montrer que P est constant égale a P(0), CaD P = P(0).
On considere le polynéme A= P — P(0).

Vérifier que 0, 1, 2 sont des racines de A.
Trouver une infinité de racine pour A et conclure.
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Multiplicité des racines

Exercice 12. Racine double ?

1. On considére le polyndme P =aX?+bX +c

Montrer que le systéme [P(X) =0 et P'(X) = 0] admet des solutions Ssi A = b?—4ac=0.
Est-cohérent avec notre Kulture commune?

2. On considere le polynéme P= X" -1

Sans calculer les racines, montrer que les racines de P sont simples

Exercice 13. D’aprés le banque CCP.

1. Soit neN*. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P =aX"*! + bX" +1.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X°+aX?+bX et factoriser alors ce polyndme
dans R[X].

Exercice 14. [Correction] Soit 7€ N*. On considére le polynéme U, = (X?—1)"
1. Montrer que r =1 est une racine du polynéme U, et déterminer sa multiplicité.
2. Vérifier que : [Un](”) est un polyndme de degré n
3. Difficile : En mélangeant Rolle itéré et les propriétés des racines multiple,

justifier que [Un](n) admet n racine distincte dans 10,1]

—— Factorisation dans C[X] puis R[X]. —

Exercice 15. Factoriser dans C puis dans R les polynémes suivants
L X*-1let X*+1.

2. X3 -1et X3+1.
3. X —1let X4+1.
4

. Soit ne N*. Factoriser dans C puis dans R le polynéme X" —1.

Exercice 16. Soit neN*. On considére le polynédme A=(X+1)" 1.
1. Etude de A.

(a) Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéme A et A n'a pas de racine multiple.
(b) Déterminer les racines de A.
2. Etude de B.

(a) Démontrer qu'il existe un polynéme B tel que A= X B.

Déterminer le degré et le coefficient dominant et le terme constant du polynéme B
(b) Déterminer les racines de B.
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Lien coefficients/Racines

Exercice 17. Deux exemples concrets.

1. Lorsque deg(A) =2. On considére le polynéme
A=aX-r(X-rY=aX*+bX+c

Développer a(X —r)(X —1'). En déduire o1 =r+71' et o, =11’ en fonction de a, b, c.

2. Lorsque deg(A) =3. On considére le polynéme
A=aX-1X-X-r")=aX>+bX*+cX+d

Développer a(X —r)(X —r")(X —r"). En déduire o1, 0 et o3 en fonction de a, b, c,d.

——— Les exercices de la banque CCP. ——

Exercice 18. [Correction]
1. Donner la définition d'un argument d'un nombre complexe non nul (on ne demande ni |'interprétation géométrique, ni la
démonstration de I'existence d'un tel nombre).
2. Soit neN*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I'équation z" =1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour neN”, les solutions dans C de I'équation (z+1)" = (z—1)" et démontrer que ce sont des nombres réels.

1. Soit z un complexe #0, alors il existe r >0 et O € R tel que z= ret?

Le nombre 8 c’est un argument de z
Il n'y a pas unicité.
. -
z=re? =1 ¢ Ssi9=0" mod [27]
2. On sait d’aprés le lemme de factorisation que le polyndme X" —1 admet au plus n racines
L'équation a au plus n solution.

. 2n :
De plus pour k€{0,1,...,(n—1)}, on a r¢ :exp(lk—) est une solution
n

elles sont 2 a 2 distinctes donc on a bien toutes les solutions
Ut=1
z+1i
U=——:
z—1
Pour démontrer que les racines sont des nombres réels, on factorise I'argument moitié.

3. Onrésout (z+1)"=(z—-1)" {

Exercice 19. [Correction]

1. Soient neN*, PeR,, [X] et acR.

(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor,

la décomposition de P(X) dans la base (1,(X —a),(X - @)?,--+,(X - a@)").
(b) Soit r eN*. En déduire que :
a est une racine de P d'ordre de multiplicité r
si et seulement si P(r)(a) #0et Vke[0,r—1], pk (@) =0.
2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX
et factoriser alors ce polynéme dans R[X].

Exercice 20. [Correction] Soit n€N*. Soit (a,b) € R*. Soit le polynéme P = aX"*!' + bX" +1.

1. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine au moins double de P.

n—-1
2. Dans ce cas, vérifier que le quotient de la division euclidienne de P par (X — 1) est Z (k+ 1)Xk.
k=0
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Un exercice
Voici un exercice d’apres une sujet des mines d’Ales. Voir le DM 7 donné pour le 12 novembre dernier.

> Question 1 Autour des polyndmes : degré, racine avec les racine n-iéme et factorisation

> Question 2 Application-Utilisation : Manipulation de produit et Un calcul pas si facile

Exercice 21. [Correction] Soit neN* fixé.

On considere

n-1 ket
A=(X+1)?"-1 et pn:l_[sin—
kel 2n

1. Etude du polynéme A.

(a) Montrer que I'on peut écrire : A= X x B ot B est un polynéme de R[X] dont on précisera le degré, le coefficient
dominant et le terme de plus bas degré noté by.
(b) Déterminer les racines de B dans C.

Les racines zy,.., 22,1 seront mises sous forme trigonométrique, i.e. sans les exp.

2n—-1
(c) Factoriser B en déduire la valeur de ] z.
k=1
2. Etude de p,
2n-1 kT[
(a) Montrer, a I'aide d'une ré-indexation, que p, = sin —.
k=n+1 2n

2n-1 ket
(b) En déduire que, si g, = [] sinﬁ, alors p, =v/qn.
k=1

(c) En déduire g, et enfin pj,.
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Probléme Classique
Voici un probleme classique. Voir le DM 7 donné pour le 12 novembre dernier.

> Partie 1 Autour des polyndomes :
Calcul et manipulation de somme, Recherche de racine d'un polynéme avec les racines n-iéme et enfin factorisation.

> Partie 2 Une limite : Inégalités classiques, puis gendarmes.

Exercice 22. [Correction]

Partie 1. Autour des polyndémes
Soit neN fixé. on considere le polynéme
1
Qn (Z) — 2_i [(Z+ l-)2n+1 _ (Z_ l)2n+1]

1. Est ce que 0 est une racine du polynéme Q,, 7

2. Montrer que le polynéme Q;(z) est pair.

2t n (2n+1
3. Montrer que : Qn(2) = Y [1=) (—1)P Z2"2P
k=0, kimpair p=0 2p+1

Préciser le degré de Q,, et calculer les coefficients ay;, de 22" et apy,_p de 22772

4. Al'aide des racines (2n + 1)-ieme de I'unité, déterminer les racines ry, 1o, .... de Q; (Attention le nombre de racine est égale au degré).
puis exprimer les racines ry, 2, .... sans les exponentielles complexes.

5. En utilisant la périodicité de la fonction Tangente, justifier que 1,41 = —71y.
On admettra les autres égalités, CaD rp2 =—rp-1,.....

En déduire que
1

kn
tan (2n+1 )

Qu(X)=2n+1)(X*=(r1)? ). (X2 = (rn)* ) avec rp=

6. En développant I'expression factorisée précédente, calculer le coefficient de X272 du polyndme Q

& 1 2n-1
En déduire que : ) _nen-l)
k=1 tanz(zﬂl) 3
Partie 2. Une limite tres classique.
T .
1. Montrer que : Vx€ ]05[ sinx < x <tanx.
P ) /4 1 1 1
2. en déduire que : VXE]O,E[, m$;$m+l.
n
1
3. On pose pour n=1, S, = Z 2
k=1
(a) A I'aide de I'encadrement précédent construire un encadrement pour Sy,.
) noq 71'2
(b) En déduire que : S, = ) o 5

p=1
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Trouver un polynéme

Exercice 23. 1 Soit P = P(X) un polyndme non nul vérifiant

P(X*)=PX)P(X+1)

1. Montrer que P est unitaire.

On suppose que a est une racine dans C de P =P (X)
Remarque : comme on suppose que a est racine c'est donc une Analye-Synthése.

Ainsi I'objectif des prochaines questions est de trouver les valeurs possibles de a

2. On suppose |a| > 1.
Srict

(a) Montrer que a? est encore une racine de P.

(b) Montrer que plus généralement a?" est encore une racine de P.

(c) Justifier que les racines sont bien deux a deux différentes. En déduire une absurdité.
Que peut-on conclure?

3. Démontrer rapidement en utilisant les méme arguments que "On suppose 0 < |a| < 1" est absurde.
Srict Srict

(a) Montrer que a’ = a—1 est encore une racine de P et calculer |a'|.

(b) On suppose que 6 #0, g ou —g

Vérifier que 0 < |a'| < loul < |o|
Srict Srict Srict

Conclure a une absurdité.

(c) On suppose que 6 = g donc a =e'%

Montrer que @' =a—1 et @’ =a’-1=a -2 sont des racines de P.
Faites un B6 dessin avec : le cercle unité et les complexe 0,1,a,a’ et a”.
Sans forcément justifier les calculs, conclure a une absurdité.

. " 1 by n 1
On montrerai de méme que |'hypothése 0 = -3 est absurde. On I'admet.
4. Conclusion :

(a) A I'aide des questions précédentes,
montrer que les seules racines possible de P =P (X) sont 0 et 1.

Ecrire la factorisation de P. Attention : N'oublier pas les multiplicité.
C'est la forme possible de P

C'est la fin de I'analyse. Donc on va faire la synthése.

(b) Finir la synthese.
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Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
Comme A divise B, il existe un polynéme Q tel que B= AQ, ainsi on a
A'B—AB' = A'[AQ]- A[AQ) = A/ AQ— A[A'Q + AQ'1 = —A%Q/
Donc on a bien A? divise (A'B— AB').
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
On compare le degré de B et de R, ainsi on a : Non, Oui, Non.

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

Rappel : Déterminer un poly c'est : trouver son degré puis ses coefficients.

1. On a deg(R) <deg(B) =1 donc deg(R) <0, CaD R est un polynéme constant CaD R=a.
Ainsion a: X" =(X-42)Q+a.
> J'applique en X =42

Conclusion : R=42" et on a X" = (X -42)Q(X) + 42"

2. C'est un Copier-Collé.

On a deg(R) <deg(B) =2 donc deg(R) <1, CaD R est un polynéme constant CaD R=aX +b.
Ainsiona: X"=(X-1)(X-2)Q+aX+b.

> J'applique en X=1eten X=2.
On résout le systéme, c'est bon mais lourd ! !'!

3. C’est un Copier-Collé.

On a deg(R) < deg(B) =2 donc deg(R) <1, CaD R est un polynéme constant CaD R=aX +b.
Ainsion a: X"=(X-1%2Q+aX+b.

> J'applique en X =1 et on dérive puis on applique a nouveau en X =1

On résout le systeme, c'est bon mais lourd !'!'!

4. C'est un Copier-Collé.
On a deg(R) <deg(B) =2 donc deg(R) <1, CaD R est un polynéme constant CaD R=aX +b.
Ainsiona: (X+1)"-X"-1=(X*>+X+1)2Q+aX+b.

> Comme les 2 racines/zéros de X?+X+1 sont X=jeten X:jz.
J'applique en X =j et en X:jz, ainsi
aj+b=G+1)" - -1=(—j5"-j"-1
aj?+b= 2+ )" - -1= ()" -G -1
On résout le systéme, c'est bon mais lourd ! !']
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) On suppose que A(r) =0 et que deg(A) < n.

Comme A est un polynéme et deg(A) < n, on peut la formule de Taylor en r a l'ordre n, ainsi

Y]
A= A+ AKX =)+ A () S
= g

_ b1
= (X-1) A'(r)+--~+A(n](r)&

Donc (X —r) se factorise. Yes!
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Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

1. Soit ke {1,...,n}. Déterminer un polyndme Qy. tel que xk_rk=(x-nq,.
Soit k€ {1,..,n}. on a

XE—rF = X =) [ X r xR 24 2 XR8  pR2 xR

Donc Q; = Xkl g xk=2 4 02 xk=3 L k=2 x 4 k1 convient
2. En déduire qu'il existe un polynéme P tel que A=(X—-r)P.
a
Comme P un polyndme # & de degré a < n, ainsi on a peut écrire P:Zaka

0
De plus on sait P(r) =0. On a maintenant

a a
P(X)=P(X)-P0) =Y arXF - aprk
0 0

:%‘ak [Xk—rk]

—_
k=0

a
=(X-1) Y apQr
0

a
O +Y ap(X-nrQr
- 0

| I
Ceci est un poly
Conclusion : (X —r) se factorise YES

Solution de I’exercice 9 (Enoncé) 1. Vérifier que Q est un polynéme de degré < (n+1).
Comme P est un polyndme de degré < n. C'est évident

2. Trouver ses racines. Ecrire sa factorisation et déterminer son coefficient dominant.
k
Pour k€{0,1,...,n}, on a Q(k)=(k+1)P(k) -k = (k+l)m -k=0
On a trouvé (n+1) racines et le polyndme Q est de degré <n+1,

n
Ainsion a Q(X)=X+DPX)-X=A1 H (X —k) avec A le coefficient dominant
k=0

n
Japplique I'égalité en X =1, ainsi 1=A [[ (~1-k) = A (=) (n+1)!

k=0
Conclusion : 1 ! et QX)=(X+DP(X)-X ! ﬁ (X-k)
usi : = = — = —
D" n+1)! DM+ D! s
3. Calculer P(n+1)
n 1
On a Q(I’l+l) =n+2)P(n+1)—(n+1) = m]};{o((ﬂ‘f'l)—k) = m(n‘i’l)': W
D"+ (n+1)

Conclusion : P(n+1) =
n+2

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

Voici des arguments possibles

> Un polyndéme admet une infinité de racine

Donc par contraposée, Si la fonction i admet une infinité de racines/zéros alors h n'est pas un polynéme.

> Si h est un polyndme, alors quand on dérive suffisamment on tombe sur la fonction nulle
Donc par contraposée, Si k™ n'est jamais la fonction nulle alors h n’est pas un polynéme.
> Si h est un polyndme, alors en oo, on a h(x) ~ ax® et donc xlingoh(x) ={#0.

Donc par contraposée, Si )}an}oh(x) =0 ou h(x) oo Moche alors h n'est pas un polynéme.

> Si h est un polynéme, alors la fonction h est €
Donc par contraposée, Si la fonction h n'est pas dérivable sur R alors h n'est pas un polynéme.

> 2 polynémes qui coincident sur une infinité de O sont égaux.

9/14

— (_1)n+1

Donc par un RA si h coincide avec Py sur un domaine et avec P, sur un autre domaine alors h n’est pas un polynéme.
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On considére la fonction h définie par zeC, h(z) =z

> VxeR, onah(x)=x=x. Donc h=X sur R
> Vx€eiR, on a h(x) =Xx=-x. Donc h=-X sur iR
A cause du dernier argument, h n'est pas un polynéme!!!
On considére la fonction 1 définie par z€C, h(z) = |zl
> VxeR4, on a h(x)=|x|=x. Donc h=X sur R4
> VxeiR_, on a h(x)=|x|=-x. Donc h=-X sur R;
> Et méme Bonus : YxeU, on a h(x)=1. Donc h=1= X" sur U

A cause du dernier argument, k n'est pas un polynéme!!!

Solution de I'exercice 11 (Enoncé)

Comme A(0) =0, donc r =0 est bien une racine de A.
Plus généralement, pour tout n, on a

An+1)=Pn+1)-P0)= Pn+1)-P(n) +P(n)—P0)=A0n)
|

=0 car 1-périodique

Ainsion a A(n)=A(n-1)=---=A(1) = A(0)

Conclusion : le polynéme A a une infinité de racines donc A est le polynéme nul
et enfin A=0 < P-P(0)=0 < P=P(0)

Solution de I'exercice 14 (Enoncé)

1. c'est de la culture!! On sait
Lorsque A #0 les racines sont distinctes, CaD elles sont simples
et on n'a la factorisation : A=a(X-r)(X—-r")

Lorsque A =0 les racines sont confondus, CaD I'unique racine est double
et on n'a la factorisation : A= a(X—r)?
2. OnalU,=X%-1)"=(x-1D"(x-D"
Comme on a la factorisation, on connait les multiplicités
Solution de I'exercice 19 (Enoncé)
1. Soient neN*, PeR,[X] et a€R.
(a) On note deg(P)=a

ha

P(X)=P(a+h)=P(a) +P'(a)h+---+P(n)(a)?
/ X-a“
=P@+P(@X-a)+:+Pm)(@)———

(b) Clest dans le cours

2. Déterminer deux réels a et b tel que P(1) =0 et Ph=o0 puis on factorise en remarquant que X se factorise aussi.

Solution de I'exercice 20 (Enoncé)
1. Déterminer deux réels a et b tel que P(1) =0 et Ph=o0

2. On fait par récurrence sur n,

n-1
H<n>aX"™ ' +bX"+1=(X-1? Y (k+1)x*

k=0
n-1
Ou bien on calcule directement (X2—2X+1) Z (k+l)Xk avec un télescope (méthode de la clef)
k=0

Solution de I'exercice 21 (Enoncé)

1. Etude du polynéme A.
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(a) Montrer que I'on peut écrire : A= X xB ol B est un polyndme de R[X] dont on précisera le degré, le coefficient dominant
et le terme de plus bas degré noté by.
On sait que 1 est racine A car A(1)=..=0 donc on a bien A= X.B. De plus

2n
A:(X+1)2n—1 _ Z (Zn)Xk—l

k=o\ k
2n
2

:(k:o+z( ”)Xk)—l

1 k=1 k

2n 2}1) k=1 2n—-1 2n
=Xy X=X Y xP

k:l(k p p=0 p+1

2n

2
On a donc B= ( n)XZ”_1 +...+(
2n 1

) =x2"1y  yon

Conclusion : degré = 2n-1, coefficient dominant = 1 et by =2n

(b) Déterminer les racines de B dans C.
Les racines zj,..,22,—1 seront mises sous forme trigonométrique, i.e. sans les exp.
1 2n—1

On commence par calculer les racines de A.
On a facilement que A(z)=0 < (z+ D2 -1=0

— z=2z=-1+U}; avec ke{0,.,2n-1}
et

Uy = exp(zgfl”) = exp(ikT”)

On adeplus A(z)=0 < z=00u B(2)=0

Comme zg =0, les racines de B sont donc zi,..,22,—1

Enfin z; = U -1

exp

ikm
— -1

n
argument moitié

- ex (ikn)[ex (ikn)_ex (_ikn)
B P 2n P 2n P 2n

- exn[ 3 s 57

2n-1
(c) Factoriser B en déduire la valeur de [] z.
k=1
Maintenant que I'on a racine de B et le coefficient dominant, on peut écrire

BX)=1X-21).(X-22p-1)=X*"1 4 _+2n

On applique/évalue en x=0, ainsi B(0) =2n=(—21)...— 221 = (-1)2n-1 Z21..227—1-

2n-1 on
Conclusion : [ z =21...22n-1 = — ="
k=1 =D
2. Etude de pp
2n-1 ke
(a) Montrer, a I'aide d’une ré-indexation, que pj, = sin —.
k=n+1 2n

On pose p=2n—-k, on a alors

n-1 kr 2n-1 2n—p\r 2n-1 T
Pp=[]sin—= I1 sin(&) = I1 sin(n—p—)
k=1 2n  On pose k=2n-p p=n+l 2n 2n

I
—
2.
5

JE
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2n-1 kr
(b) En déduire que, si gn= [] sin ——, alors pp =/qn.
k=1 n
On a maintenant - . ono1
n— 7/ K kn nm | “ho kn
Q=TI sin—:(Hsin—).sin—.( I sin—):(Pn)2
k=1 2n \g=21 2 21 \kps1 21

k
Comme Py >0 car Vke{l,..,n—l}sinz—n >0, on a bien Py, = |Py| =1/ (Pp)% = /Qn.
n

3. En déduire gj, et enfin py,.

On a
2n-1 2n-1 I ikm 2n-1 ik i
— D’une part Z = 2isin| — |exp| — De plus exp|—| =ex [ﬂ 1+..+2n-1 ]
par 1 2= [T [ersn( 7 Jow(57)) - 0e s [T e 57) e[ ven-n
= exp [% (Zn—%)(Zn)]
2n-1 ;
ikm
=p2n=1;2n-1 g, exp(—) .
kE[l 2n =exp| Z@n-1] =21
On a donc
2n-1
1—[ Zp = 22n—1i2n—1 i2nlen — _22n71Qn car i2n71i2n71 — (ii)Zn—l — (_1)271—1 -1
k=1
2n-1
— D’autre les racines zj,..,22,,—1 sont les racines de B donc H zZp=-2n
k=1
Conclusion :
b 2n n n n
Qn 0 et Pp=1\/755= vn

T52n-1 7" 92n-1 p2n-2
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Solution de I'exercice 22 (Enoncé)

1. Ona Qu(0)= [(Z+l)2n+1—(z—i)2n+l] :%[2(1‘)2"“] _Hz(z ) ]—( D" #£0.
Donc 0 n est pas une racine de Q.
2. On a Qu(—X)=---=Qu(X) donc le polynéme Q;, est pair.

3. Avec le binbme on a

On (@) = 2% [(Z+i)2n+1 —(z—i)Z”H]

1 |2l 2n+1 2nt1 (o 41
=57 Z ( " )(i)k(Z)2n+l_k— Z ( n )(—i)k(z)2n+1_k
21 k=0 k =0 k
2n+1
:i. 2n+1 (Z)2n+1*k(i)k [1_(_1)k]
2i 25, k

| I
= a 0 ou 2 selon parités

)(z)2n+1_k(i)k2

1 2n+1 (2n+1

2 k=0, kimpair k

On ré-indexe avec k=2p+1. C'est possible car k est impair

-1 5o
:§(2n+1

—o\2p+1

)2n+1=@2p+1) (;2p+1

I_I
=i (-1P
)(—1)" Z2=2p

Ainsi

.. , 2n+1
> Sur le plateau p =0, on lit coefficient de Z2", C'est ap, :( . ):2n+1

> Sur le plateau p =1, on lit coefficient de 22”72, c'est ay, = —( 3 5

2n+1) _ _(2n+ D2n)@2n-1)

4. On résout I'équation Q;(2) =0

2n+1 _ (z— l-)2n+1 =0
2n+1

=0

z+1i

Qn(2)=0 < (z+1)
z—1

— {
U2n+1 =1 (A)
— et

Z+i _
=i=U0 (B

> Résolution de (4).
Les solutions sont les racines (2n+1)-iéme de I'unité,
27
CaD wy =explik
k p( 2n+
> Résolution de (B).
Z+1i

Ona —=Uroz+i =wi(z—1)
z—1i

1) avec k€{0,..,2n}

z(l-wi)=-i(l+wy)

Situation wg =1 ’ Situation w1,..,w2, #1

Dans cette situation,

—i[1+wk)
I’équation n’a pas de solution en z. Onaz=ri= 1-wy avec ke{l,..2n}
. . —i(1+ o)
Conclusion : On a 2n racines rp, = —— avec k€{l,..,2n}
— Wk
De plus pour tout ke {l,..,2n}, on a
: 2ik
—i(1+wg) —l(1+exp(2;l+”1))
rk= =
1- 2ikm
(1-wg) 1- exp(2n+1)
kn
COS 72— 1
= Argument Moitié = Zntl _

. v/ kn
Sinzi7 ANy
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5. On remarque que I'y41 = —Tn, 'n+2 = —Tp—1... €LC ... on le justifie en utilisant la 7-périodicité et I'imparité de tan.

On a maintenant
QnX)=Cn+1)(X-r)X-r)..(X—-ry) X+r)X+r).X+rp)
=2n+1)(X-r)(X+r)...(X—rp)(X+rp)

—@n+1) (X2 - (r1)2) [X2 - (rz)z] (XZ - (rn)z)

6. Le coefficient de X?"~2 du polynéme Q est égale a
2n+1)n2n-1)

> D'une part avec la question Q2a., il est égale a : 3
> D’autre part avec la factorisation de la question Q5, il est égale a : 2n+1) —r12—-~~—r,21
2n+1)n2n-1
. n 1 9 5 M n(zn_ 1)
Conclusion : ). T S et s T ==
n n
k=1 tan (2n+1)
7. (a) Convexité.
(b) On sait que : 0<a<b<c = 0<a’<b’<c? ainsi
T .
VxE]O,E[, O<sinx<x<tanx
= 0<sin’x<x’<tan’x
= 0< < ! !
tan?x x2 sin?x
1 cos?x+sin®x
= 0<—5—<—5<
tanZx  x2 sin? x
1
= 0< <— +
tan?x  x? tan2 x
/4 b4 . TSR T kn
(c) Pour tout ke{l,..,n},alors 0< < —. On applique donc d’apres I'inégalité précédente avec
2n+1 2 2n+1
o km 2n+1)? o km
cotan < <cotan®| ——|+1
2n+1 kn 2n+1
" km nn-1
On somme I'encadrement précédent de k=1 a k=n et on utilise Z cotz( ): ( 3 ), ainsi

=1 2n+1

n@2n-1) (2n+1\2 % 1 (2n+1)2 n@2n-1)
< Y == Shs———+n
3 T Pl 2 3

(d) On isole Sy puis utilise le théoréme d’encadrement.



