Nom Lundi 14 Avril.

Exercice 1. [Correction]
On considére les fonctions numérique f:x— e~
et on note E=Vect(f,g h)

¥ gix— e *cos(x) et h:x— e Fsin(x)

On considere la fonction A définie par Vue E, A(u) = u'

1. Montrer que la famille 2 = ( f, g, h) est libre puis que c'est une base de E.
2. On admet que la fonction A est linéaire.
Montrer que la fonction A est a valeurs dans E.
Déterminer A= _# atyz(A)
. On considere ¢ : x— "% et i x— e

w

(-1-x

N

> Justifier que : ¢p; € E. On admet que de méme ¢ € E
> Justifier que € = (f,$1,¢2) est une base de E.

. Déterminer D = # aty(A)

6. En notant que la matrice A est diagonale par bloc, justifier que la matrice A est inversible et calculer A™?
Application : En déduire une primitive de e *cos(x)

(&)

Correction

1. Montrer que la famille 2 =(f,g, h) est une base de E.
Comme E =Vect(f,g h), la famille est génératrice.
Libre ?
On suppose que af+bg+ch=0
On va montrer que a=b=c=0
Comme af+bg+ch=0,
onaVxeR, af(x)+bgx)+ch(x)=ae *+be *cos(x)+ce sin(x) =0
J'applique en x=0et x=m ainsi a+b=0et a—b=0
Donc a=b=0
On applique maintenant en x =7/9 donc ¢=0
Conclusion : la famille est libre et génératrice donc c'est une base de E est dim(E) =3
2. Montrer que la fonction A est a valeurs dans E.
Pour tout u € E, on sait qu'il existe a,b,c tel que u=af+bg+ch
OnaDw=D(af+bg+ch)
=aD(f)+bD(g)+cD(h)
=a(-f)+b(-g-h)+c(-h+g)
=[-alf+[-b+clg+[-b—clhevect(f,gh)=E
Conclusion : la fonction A est a valeurs dans E.
3. Déterminer A= _# atz(A)
On a
> Vx, [e¥]'=-e™* donc D(f)=~-f

> Vx, [e " cos(x)] = —e *cos(x) — e *sin(x) donc D(g)=-g—h
> Vx, [e7F sin(x)]' =—e *sin(x) + e *cos(x) donc D(g)=-h+g

-1 0 0
Conclusion : A= Matz(A)= 0 -1 1
0o -1 -1



4. On considere ¢ : x — eTHIY et ¢py 1 x— 717X

> Justifier que : ¢ € E. On admet que de méme ¢ € E
On a Vx, e71+0% = p=¥pix :Ie_xcos(x)l+ile_x sin(x)I donc ¢y =g+ihevect(f,g,h)=E

=8 =h
> Justifier que € = (f,$1,¢2) est une base de E.
Ona C=Matzg(f)=] 0 |,Ci=AMatnp(d)=| 1 |et Co=Matyz(P)=| 1
0 i —i

Les vecteurs colonnes (E,a,a) forme une famille libre car det #0,
donc la famille & est libre, dans E et cardinal=3=dimension
Conclusion : c'est une base.
5. Déterminer D = .4 aty(A)
On a
> Vi, [e‘x]' =—e “donc D(f)=-f

"= (=141 DT done D(¢y) = (=1 + )¢

S Vx [e(—1+i)x

> Vx, [e(‘l‘”x "= (“1- e D% donc D(¢2) = (-1 - i)y

-1 0 0
Conclusion : D=Matz(A)= 0 -1+i 0
0 0 -1-i

6. En notant que la matrice A est diagonale par bloc, justifier que la matrice A est inversible et calculer A™*
Application : En déduire une primitive de e”* cos(x)

-1 0 0 1 1
Onadet|] 0 -1 1 :det(l).det( ):1.(1+1):2¢0
-1 -1
0o -1 -1
-1 0 -1 0
Donc la matrice A est inversible et on a A™' = -1 1 R 1( -1 -1
0 -1 -1 O 311

L _ . . T 1 _, .
Une primitive de e"*cos(x) se lit sur la 2-ieme colonne, c'est ?e *cos(x) + Ee *sin(x)
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Exercice 2. [Correction] Soit n un entier =2.

On sait que 4, (R) est un R-ev de dimension n?.

Soit H un hyperplan de .#,(R), CaD un ssev de dimension n? -1

On suppose que 1l’hyperplan H ne contient aucune matrice inversible.
1. On va montrer que : He vect(I,) = M, (R).
> Méthode 1 : En notant que : H# H+ vect(I,;), montrer que H + vect(I,) = .4,(R) puis conclure.

> Méthode 2 : Montrer qu'une base de H complétée avec I,, est une base de .4, (R) puis conclure.

> Méthode 3 : Justifier, CaD ne pas affirmer, que Hnwvect(I,) = {g} puis conclure.
2. Soit N € .4, (R) une matrice nilpotente.
(a) Soit a#0. Montrer que : al, + N est une matrice inversible. Indication : Utiliser la formule des sommes géo
(b) En déduire que N € H. Indication : On commencera que : N € 4, ([R) = H® vect(I,), ainsi on peut écrire ...
3. On admet que : Lorsque i,j€{l,2,..,n} avec i#j alors E;; est nilpotente
> Ecrire la matrice A= Eys+ Ep3+Esa+-+-+ Epn-1,n+Em
> Justifier que A est une matrice inversible et que Ae H. OUPS!!!

4. Qu'a-t-on a démontré?

1. On va montrer que : He vect(I,) = 4, (R).
> Méthode 1 : En notant que : H# H+ vect(I,), montrer que H + vect(Il,) = .4,(R) puis conclure.
I, est une matrice inversible donc I, ¢ H donc H< H+ vect(l,),
Ainsi dim (H + vect(1;)) S”>mdim(H) =n’-1
De plus H+ vect(Iy) est un ssev de 45 (R) et dim (A, (R)) = n®
Conclusion : H+ vect(I,) = 4 (R) et dim (H + vect(I,)) = n’

Enfin avec Grassmann, on justifie que Hnvect(l,) = {_ﬁ)}. Conclusion : He vect(I,) = 4, [R).

> Méthode 2 : Montrer qu'une base de H complétée avec I, est une base de .4, (R) puis conclure.

Soit {hy,...,h,2_1} une base de H. On va montrer que {h,...,h,2_1, I} est une famille libre.

n’-1  _,
On suppose que Z Achp+al, =0
k=1
n’-1  _,
RA :Sia#0 alors al, =- Arhre H
k=1

Oups car a I, est inversible.
Conclusion : @ =0. Les autres scalaire sont nul car la famille {hy,..., h,2_;} est libre.

On conclut avec : Libre+cardinal+dimension.

Conclusion : Comme une base de H complétée avec I,, est une base de .4, (R), on sait que
Heo vect(I,;) = 4, [R).

> Méthode 3 : Justifier, CaD ne pas affirmer, que Hnwvect(I,) = {5} puis conclure.
Soit M € Hnvect(I,). Ainsi il existe a tel que M=al,
RA : Si @ #0 alors M = a I, est inversible et M € H OUPS

Conclusion : a=0et M=ae=0.
Enfin avec Grassmann, on justifie que H + vect(l,) est de dimension n? et égal a /b (R).
Conclusion : He vect(I,) = 4,(R).



. Soit N € .4, (R) une matrice nilpotente.
(a) Soit a#0. Montrer que : al,+ N est une matrice inversible.
Soit p I'ordre de nilpotence de N. On sait que : (1= X) [1+ X +---+ XP 1 =1-XP]

-N
On a aIn+N=a(I——).
a
-N (-NP! -N)?
I+_+...+— :Il’l_ ZIn
a ap-1 ab

. N -N
On applique avec X = = ainsi (I— 7)

Conclusion : la matrice al,, + N est bien inversible

(b) En déduire que N€ H.
Comme N e ., (R) = H® vect(l,), ainsi 3 (M,a) € H x vect(l,) tel que N=M+al,.

RA. On suppose que a #0, alors M=|—_06|1n+N est inversible et M e H OQUPS!!!
#0
Conclusion : N=M+0I,=MeH
. On admet que : Lorsque i,j€({l,2,..,n} avec i#j alors E;; est nilpotente
> Ecrire la matrice A= FEjs+Eos+ E34++--+Egn_1)n + Eml
> Justifier que A est une matrice inversible et que A€ H. OUPS!!!

"+1 0 la matrice est inversible.

Ei2, Eo3, E3a,...., Eqn—1),n, En1 sont nilpotentes donc dans H ET H est un ssev
Conclusion : A=Ejp+Es3+ Esg+-+-+ Egpn-1),n+ Es1 € H OUPS

Comme det(A) = On développe par rapport a la 1-ére colonne= (—1)

. Qu'a-t-on a démontré?

On a démontré que : tout hyperplan de .4, (R) contient une matrice inversible.



