MPSI DS 8. Lundi 31 Mars

4 heures

Il y a 2 sujets possibles : Exercices 1,2,3,4 OU Exercices 4,5,6
Les exercices 3 et 5 sont les mémes.

Les exercices 1 et 2 sont classiques .

L'exercice 6 est plus abstrait.

Exercice 1. [Correction]

1. Soit neN*.On remarque que X" = X" . X".

2n " (n 2
Calculer la dérivée n-ieme de X?" et en déduire ( ): Z ( ) )
n

VA
2. Montrer que : VneN, VxeR, cos™ (x) :cos(x+ ng)

Exercice 2. [Correction| Soit f une fonction continument dérivable sur R vérifiant

VxeR, [fof] (x):ngS.

. 1
1. On consideére la suite (up)pen définie par ug=xeR et VReN, uyq = Eun +3.

Calculer u,, en fonction de ug et n.
En déduire que la suite (u#,)en cOnverge vers 6.
2. Etude de f’

(a) En remarquant que fo(fof)=(fof)of, montrer que : Vx€R, f’(g+3):f’(x)

(b) En utilisant la suite (f(un)), montrer que la fonction f” est constante égale 3 f(6).

3. Conclusion.
(a) Justifier qu'il existe a,beR tel que VxeR, f(x)=a+b. C'est la fin de I'analyse.

(b) Faites la synthése et déterminer les fonctions f solutions du probléme.

Exercice 3. [Correction] Soit f une fonction de [-1,1] a valeurs dans R, définie, continue, €.

Soit ¢ la fonction définie par I'expression

¢ = fodi-x [f(xX)+ f(-0)]

1. Justifier que la fonction ¢ est € sur [-1,1] et calculer ¢’
2. Une majoration.
(a) Montrer qu'il existe M tel que Yue[-1,1], |f"(w)l<M
(b) Montrer que : Y£€[0,1], |f'() - f' (-] <2M?

(c) En déduire une majoration de |¢'| sur [0,1]

2
3. En déduire que : ’gb(1)| < §M

Indication : On notera que |¢(1)]| = [¢ (1) — ¢ (0)
=
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Exercice 4.
Partie A

Soit f, une fonction solution sur R de I'équation différentielle : y'+2xy =1,

On ne cherchera pas déterminer la fonction f.

1. Quelle est la valeur de f'(0) ? Prouver que f est de classe € sur R.
2. Montrer que : VrneN, VxeR, f7(x)=-2xf"V(x)-2(n+1)f" ().
3. Comme la fonction f est €*°, on sait grace a Taylor-Young que

pour tout n, la fonction f admet un DL, en 0. Plus précisément

Sk F®0)
flx) = Z aix +0(x") et en plus on a a; =
X

- !
050 k!

(-4)*.k!
2k+1)!
(b) Obtenir également I'expression des termes ayj a I'aide de f(0) (k entier naturel).

(a) A I'aide de la question Q2, montrer que : VKeN, dopi1 =

Partie B
X
On considére la fonction D:x— D(x) = e_xzf etzdt.
0

1. Justifier le fait que D est une fonction de classe € sur R,
et vérifier que D est une solution sur R de I'équation différentielle : ' +2xy =1.
2. Etudier la parité de D.

3. Prouver que : Vxe R*, xe‘x2 < D(x) < x.

2 2 2
e e¥ 3e 3 fx el
1

X
4. (a) Prouver que : Vxe R}, fetzdt=—+——_+_ ~_dt.
@) d 7ok 2x  4x3 4 4);
e’
(b) Soit la fonction h:t— —-.
t

Montrer que h est croissante sur [1,+ool.

xel‘2 X1
En déduire que : Vx €1, +ool, f —dt< h(x)f —dt
1 ! 1t

xZ

o e o . L -
(c) Montrer que : f e’ dtx~ e puis déterminer un équivalent de D(x) au voisinage de +oo.
1 —00 2ZX

X X
Attention ; [ +:# [ oo
1 0
5. On admet que a=D(1) >0
(a) Montrer qu'il existe A>0 tel que Vx= A, D(x) <a.

(b) Démontrer que D admet et atteint son maximum en (au moins) un point b de R}.

. s 1
(c) Montrer que ce maximum est égal a 25
(d) En déduire I'unicité du point ot le maximum est atteint.

Partie C

1. Déterminer a I'aide de la fonction D I'ensemble des solutions sur R de I'équation différentielle : y' +2xy =1.

2. Montrer I'existence d'une unique solution impaire.
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Exercice 5. [Correction| Soit f une fonction de [-1,1] a valeurs dans R, définie, continue, €.

Soit ¢ la fonction définie par I'expression

¢ (x) zf_xf(t)dt—x [fx)+ f (0]

1. Justifier que la fonction ¢ est € sur [-1,1] et calculer ¢’
2. Une majoration.
(a) Montrer qu'il existe M tel que Yue[-1,1], |f"(wl<M
(b) Montrer que : Y £€[0,1], |f'() - f' (-] <2M?

(c) En déduire une majoration de |¢'| sur [0,1]

2
3. En déduire que : |gb(1)| < §M

Indication : On notera que |¢(1)] = [¢ (1) — ¢ (0)
=

Exercice 6. [Correction] Soient I un intervalle de R et f une fonction € de I a valeurs dans R,

On dit que la fonction f est Absolument Monotone sur I Ssi VneN,Vxe I, f(”)(x) =0.

Exemple : La fonction exp est ° sur R et VneN,VxeR, exp(”)(x) =e*=0
Donc la fonction exp est Absolument Monotone sur R

1. Généralités et Exemples.

(a) Soient f et g deux fonctions Absolument Monotone sur I.
Montrer que les fonctions f+ g et f x g sont Absolument Monotone sur 1.

(b) Soit la fonction f:x+— —In(1 - x)

Pour tout neN et x € [0,1[, calculer f"(x). En déduire que f est Absolument Monotone sur [0,1[.

N ) ) " (n _
(c) A partir du lien entre tan’ et tan, montrer que : ¥neN, tan"*V =Y (k) tan® tan*~9
k=0

T
En déduire que la fonction tan est Absolument Monotone sur [O’E['

2. Prolongement de classe € en 0*.

On suppose dans cette question que la fonction f est Absolument Monotone sur 10, b[ avec b > 0.

(a) Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et f(0) = 0.
(b) Montrer que le prolongement est ™ en 0 et que VneN, £ (0)=0.

(c) Un tel prolongement est-il possible en b?
3. Egalité de Taylor avec reste intégrale.

On pourra admettre 1’égalité ci-dessous qui est programme
mais que 1l’on verra en fin d’année seulement

Soit f une fonction € sur [0, b[ avec b > 0. Montrer par récurrence que :

2 n X
VneN, Vxel0,bl, f(x) =f(0)+f’(0)+f”(0)%+---+f(”)(0)% +[ JAaRI0))
. . 0

(x-p"
n!

dt
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4. Série de Taylor.
On considere dans cette question que la fonction f est Absolument Monotone sur [0, b[ avec b > 0.
Pour neN et x€ [0, b[, on considére
n f& o x x—-n"
Sp(x) =) POk o Ryw =f Forn B0 4
=0 K 0 n!

La question précédente Q3. assure que f(x) = S, (x) + R, (x)
(a) Montrer que la suite (S,(x)) converge.
(b) Soit neN. On suppose que 0 < x < y<b.

(1-w"

1
i. Montrer que : Ry, (x) :x”“f f("“)(xu)—'dt
0 n!

X n+1
ii. En déduire que : 0< R, (x) < (;) f»

iii. Montrer que la suite (S,(x)) converge vers f(x)

Commentaire/Interprétation/application : .
n
0
70 n
n!

Soit f une fonction €°° au voisinage de 0. La série de Taylor associée 3 f, c’est Z

En comportement de la série de Taylor est assez divers.
Elle peut diverger, converger mais pas forcément vers f(x)

On vient de démontrer que Si/Lorsque la fonction f est Absolument Monotone sur [0, b

+00 xn
Alors la série de Taylor converge vers f(x), on a donc ¥x€[0,b[, ). f(k) )~ = f(x)
n=0 n:
Application : la fonction exp est Absolument Monotone sur R,
+00 .1 xz x3
donc Vx>0, e =) “—=l+x+—+—+
n=0 n! 2! 3!
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Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. On trouve ....

2. On a avec Leibniz

2n1(m) _ nn(ﬂ)_n
[x*"]7 = [x" x"] —kz ......
=0
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Soit f une fonction définie, continue et continument dérivable (ainsi. f' existe et
est continue ) sur R vérifiant

VxeR [fof]l@=f[fw) ]=§+3.

\ . P ) 1
On considere la suite (ug) définie par upe R et Sin=0, alors u,.; = Eu"+3'

1. C'est une suite arithmético-geo. On trouve que a la fin que uy, - 6.
n—+oo
2. Etude de f’
(a) Ona

[Folfo)l=f((Fof)e)=1(5+3)

((Fof)erl=(ron(rm )=+

(b) Comme fo(fof):fofof:(fof)of, on a

7(5+3)= 124

On dérive I'égalité,

On a donc [f(g+3)]’= M+3]l

1 _,(x _1 , .
= Ef (§+3)—§f (x) Fini

(c) D’une part.

— Comme uy, .6ona donc f (uy) o ).
—+00

—+00

(d) D’aure part.

zf,(un)

— Ona [ (up+1) =f’(%un+3

— La suite ( f’(up) ) est donc une suite constante donc on a bien
! !
I (ug) n~+oof (uo) .

(e) Doncon a f'(ug) = f'(6). Cette égalité est valide pour toutes les valeurs de ug donc je I'applique avec ug = x

Conclusion : f'(x) = f'(6) pour tout x
La fonction f’ est donc une fonction constante.
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3. Comme f'(x) =a, alors forcément f(x)=ax+b

On a montrer que : Sl la fonction f vérifie la relation (E)
Alors forcément on doit avoir f(x)=ax+b

On va chercher parmi ces fonctions celles qui vérifie effectivement (E)

[Fefl=75+3
X
= a(ax+b)+b=5+3

X
— a’x+ba+b= §+3
1
2
Doncce donc est-il vraiment clair? @° = 5 et b(a+1)=3

Il'y a donc deux fonctions qui vérifient [fo f] (x) = g +3

et f(x):_—1x+ 3

J (x) - X
1 1 2 1 1
\/_2 72 + \/_ 72 +
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Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Soit f:[-1,11— R, définie continue, C*.
Soit ¢ la fonction

¢:2—R ; x—»f f@dt—x[fx)+f(-x)]

1. Comme f est C* sur [—1,1], ellle admet des primitives C* sur [-1,1]. On note H I'une d'elle.

On a maintenant

¢ ) =[Hx)—H(-x)]-x[f(x)+f(-x)] existe Ssi x€[-1,1].
Ainsi ¢ est C* sur [-1,1].

OnaVvxe[-1,1],

¢ (x)

( _x f@dr—x[fx) +f(—x)])/

(foxf(t)dt—fo_xf(t)dt—x [f(x)+f(—x)]),

FO-CEDfE0-[fO+fE0]—x[f 0+ D (=x)]

—x[f )= [ (-0)]

2. Soit x€[0,1] fixé. On a

|¢' )| =|-x[f - f (0] = —xf_x f”(t)dt'

< |x|

i |f”(t)|dt‘

> Majoration de I'intégrale.

f’ est continue sur le segment [—1,1] donc bornée (et atteint ses bornes )
ainsi il existe M tq V re[-1,1], |f"()|<M

> On intégre sur [-x,x] < [-1,1] ainsi

|¢' ()| < Ix] < x.(2xM) =2M x*

f_x|f”(t)|dt

3. On cherche a obtenir une majoration de |</>’(1)|. Comme ¢(0)=0, on a

1
|</>(1)|=|¢>(1)—¢(0)|=U0 ¢ (x) dx

1 1 oM
sf |(/>'(x)|dx<f 2Mxdx="=
0 0 3
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Solution de I'exercice 6 (Enoncé)  Soient I un intervalle de R et f une fonction €™ de I a valeurs dans R,

On dit que la fonction f est Absolument Monotone sur I Ssi VrneN,Vxe I, f(") (x)=0.

Exemple : La fonction exp est € sur R et VneN,VxeR, exp(”)(x) =e¥=0
Donc la fonction exp est Absolument Monotone sur R

1. Généralités et Exemples.

(a) Montrer que les fonctions f+g et f x g sont Absolument Monotone sur I.

D =P +g”x)=0+0

et (f )(”)(x) Z(Z)f(k)(X)+g(nl)(x)>ZO

k=0
(b) Soit la fonction f:x+—— —In(1-x)
Pour tout neN et x€[0,1[, calculer f™ (x). En déduire que f est Absolument Monotone sur [0,1[.
Pour tout x€[0,1[, on a f(x)=—In(1—x)=0 car x€[0,1[= (1—-x)€]—1,0]
(n=1)!
— =
1-x"

On a facilement que : Vxe I, (f+§g)

1
Pour tout neN* et x€[0,1[, on af(x) —>0 et f(")( )

R " [n
(c) A partir du lien entre tan’ et tan, montrer que : YneN, tan"*V = Z ( tan® tan " ®
k=0

On sait que : tan’ = 1+tan®. On dérive n fois cette égalité

T
En déduire que la fonction tan est Absolument Monotone sur [O,E [

i3
On démontre que avec une récurrence FORTE : H.,-:Vxe€ [0,5[, tan"(x) =0

2. Prolongement de classe €™ en 0.
On suppose dans cette question que la fonction f est Absolument Monotone sur ]0, b[ avec b > 0.

(a) Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et f(0) = 0.
La fonction f est croissante et minorée par 0 au voisinage de 0*

donc d'apreés le théoreme de la limite monotone, on a sait que la fonction f admet une limite £=0
quand x — 0%

(b) Montrer que le prolongement est €™ en 0 et que Y neN, £ (0)=0.
Méme argument que ci-dessus.
(c) Un tel prolongement est-il possible en b?

Non, la fonction tangente est un contre-exemple.

3. Egalité de Taylor avec reste intégrale.

On pourra admettre 1’égalité ci-dessous qui est programme
mais que 1l’on verra en fin d’année seulement

Soit f une fonction € sur [0, b[ avec b > 0. Montrer par récurrence que :
xZ xn 1 (x )n
VneN, Vxel[0,bl, fx)= f(0)+f’(0)+f”(0)§+-~-+f‘”)(0)ﬁ f FUD(n———dr

4. Série de Taylor.
On considére dans cette question que la fonction f est Absolument Monotone sur [0, b[ avec b > 0.
Pour neN et x € [0, b[, on considere

n £k
sn(x)=2%x" et Rp(x)= ff(”“)(t)(x 9% 4
k=0 K

La question précédente Q3. assure que f(x) = S, (x) + R, (x)

(a) Montrer que la suite (S,(x)) converge.
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f(n+)(0) xn+l
(n+1)!
Donc la suite (S,(x)) est croissante.

OnaS;1-S,= =0car x et f(”” (0) sont positifs

X _ t n —t n
De plus Ry (x) :f f("“)(t)%dtzo car x>0 et f("“)(z‘)%
0 !

Conclusion : S, (x) = f(x) — Ry(x) < f(x)
la suite (Sn(x)) est croissante et majorée par f(x) donc elle converge.
(b) Soit neN. On suppose que 0<x <y < b.
[t 1 a-w”
i. Montrer que : R,(x) = x"* f ot )(xu)—'dt
0 n!
On fait le changement de variable t=xu
X n+1
ii. En déduire que : 0< R, (x) < (—) f
y
On a déja justifier R, (x) =0

(l—u)" xn+l

1 1
_ 1 (n+1) _ 1 (n+1)
Ru(x) = x"* fo F Y (xu) o dr= S yr fo £ (xew)

Or f™1 est croissante et x <y donc f"V (xu) < f"*V (yu)

xn+1

yn+1

<

R, (y)

n+1

aQ-wm
n!

=0 sur [0, x]

dat

N

X
< W f) car f(x) =Sp(x)+Rp(x) 20+ R, (x)

iii. Montrer que la suite (Sn(x)) converge vers f(x)
0.

Le théoreme des gendarme assure que R, (x)
n—oo

Conclusion : Sy, (x) = f(x) — Ry (x) P fx)
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