MPSI DM 23 Formule de la Co-tangente (Euler 1748). Pour demain.

Exercice 1. [Correction] Développement en série de la cotangente

Pour x € R\Z, on note C(z) = 7 cotan(wz), ot cotan = @
sin

Partie I. Etude la fonction C

1. Montrer que la fonction C est bien définie sur R\Z, €°°, impaire, et qu’elle est 1-périodique.
2. Soit z € R\Z.

r
Montrer que 5 et

1
Puis montrer que C (g) +C <x42— > = 2C(x).

sont encore dans R\Z.

1
3. Montrer que I'expression C(z) — — — 0 quand = — 0.
x

Rappel : Pour obtenir la limite d’une expression fabriquée avec les fonctions usuelles, un équivalent suffit
Et pour trouver rapidement un équivalent, on commence par FFB.

Partie II. Définition de la fonction S

1. Soit z € R\Z. Montrer que la série E 72 est bien définie et qu’elle est convergente.
72 _
k21

too n
1 2 1 2
Dans la suite, pour x € R\Z, on pose S(x) = E+; fx]@ et pour n € N* on pose S, (z) = 54—; ﬁzkz
2. Soit n € N* et z € R\Z.
Comparer S, (—z) et S, (x). En déduire que S est impaire.
3. Soit n € N* et x € R\Z.

n

(a) Montrer que S, (z) = Z

k=—n

(b) En déduire que S, (z+1) — S, (x) =

1
x+k

1 1
z+n+1 z-n
(c) Justifier que la fonction S est 1-périodique.
. Soit z € R\Z.
Justifier que 1 — x € R\Z et déduire des questions précédente que S(1 — z) = —S(x).
. Soit z € R\Z.

(a) En utilisant la formule de la question |I-3.a, montrer que pour n € N*,

T z+1 2
Sn (2)+S”< 2 >_252"(I)+x+2n+1

N

()]

(b) En déduire que S (g) +5 (x ;_ 1) = 25(x).




Partie III. Continuité de la fonction S

1. Soient a, z deux éléments de |0, 1].
1 1
<

(a) Soit k € N, avec k > 2. Montrer que 0 < P SEoT

(b) Pour n > 2, justifier que

n

2 2
Zﬂ_xkz_z -

n

< 2|z —qf Z

k=2 k=2 k=
+oo k2
(c) Justifier que la série Z (72 converge
k=2

En déduire que |S(z) — S(a)|

N

1 2 1 ‘ R k2+1

+2|x—a|z

(d) Justifier enfin que la fonction S est continue sur ]0, 1], puis qu’elle I'est sur R\Z.

r z2-1 a

2. Comportement en 0.

(a) En reprenant la définition initiale de S (Début de la partie Il),
“+oo
1
-1 <2 .
x I}; k2 —1

1
(b) En déduire que S(z) — ~—0 quand z — 0.

montrer que pour x €]0, 1], ‘S(x) -

Partie IV. On va montrer que C' = S.
Pour € R\Z, on note f(x) = C(z) — S(z).

Comme les fonctions C et .S sont définies sur R\Z, continues, impaires

= 2h(z).

1
qu'elles sont 1-périodique et qu'elles vérifient la relation € R\Z, h (g) +h (x;L )

Alors il en est de méme pour la fonction f. On 1’admet

1. Propriétaires de f.
(a) Montrer que lim f(x) = 0.
z—0

(b) En déduire que f est prolongeable par continuité sur R.

2. On note encore f le prolongement par continuité de f a R tout entier.

:c+1) 2 f(a).

a) Montrer que pour tout x € [0,1],f( ) +f (

(a)

(b) Justifier que f posséde un maximum M sur [0, 1] et qu'il existe zo € [0,1] tel que f (z0) =
To\ . To\

(c) Montrer que f (7) = M, puis que pour tout k € N, f (2k> =M.

(d) En déduire que f(0) = M. Que dire alors du signe de f sur [0,1]?

(¢)

e) Montrer que f est nulle sur R.

Conclusion : pour tout = € R\Z, on a C(z) = S(x),
—+oo

1 2
soit encore 7 cotan(wx) = Ww =+ E
sin(rz)

—5 (EULER, 1748).
k:l



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

Partie I. Etude la fonction C

1. Montrer que la fonction C' est bien définie sur R\Z, €°°, impaire, et qu'elle est 1-périodique.
Le nombre C(z) se calcule Ssi sin(rx) # 0 Ssi « ¢ Z
De plus C(x) est fabriqué avec les fonctions usuelles
Conclusion : la fonction C' est bien définie sur 7 = R\Z, €.
Pour tout z € 2, on a
C(—z)=---=—-C(x) et C(x +1)--- = C(x), donc la fonction C est impaire, et qu’elle est 1-périodique.

2. Soit z € R\Z.

T z+1
Montrer que 5 et sont encore dans R\Z.

On fait un RA. On suppose = € R\Z et % €,
Comme g € Z, alors g =pé€Zdoncx=2peZ OUPS!!I
de méme pour |'autre.

Puis montrer que C' (g) +C (

Calcul trigo

4+ 1
2

) — 20(x).

1
3. Montrer que I'expression C'(x) — = — 0 quand x — 0.
T

1  cos(mx) 1 maxcos(ma)—sin(mx)
On a C(z) - z 7Tsin(Tr ) x z sin(m x)
De plus wx cos(wz) —sin(rz) =7z |:1 - (ﬂ;) +o(z?)| — |:(7I' x) — (ﬂ;) + o(z?)
=zr—n]+a° {7; - 7%] + o(z®)
= 5o 14 o(1)]
. 1 %3x3 [T+o(1)] 3
Conclusion : C(z) — 750 saltod] ~ 3 z[1 4 o(1)] —0

Partie II. Définition de la fonction S

1. Soit z € R\Z. Montrer que la série E o est bien définie et qu’elle est convergente.
72 —
E>1

Comme z € R\Z, on a bien Yk € N*, 2> —k* #0.
2x —2z 1 , L -, - .
et — est le terme d'une série positive de référence qui converge

~
22 —k? ksoo k2 k2
Conclusion : la série est bien définie et elle est converge.

ET

2. Soitn € N" et z € R\Z.
Comparer S, (—z) et Sp(z). En déduire que S est impaire.

Pour tout n € N* et z € R\Z, on a Sp,(—x) = —Snh(z)
Et avec le théoreme "A la limite"

Sn(—z) = —=Sn(z)
(

S, (—x) — S —) — S(—z) = —S(z)

Conclusion : la fonction S est impaire.



- 1 1
Ainsi Su(e 1) = 5:(0) = D o0~ D ok

k=—n k=—n
nt1 1 n 1
= 2 o X
k' =—n+1 k=—n
. 1 1
_Ia:—l—n—l—ll_lx—nl
k=n+1 k=—n

Enfin avec le théoréme "A la limite", on a

1 1

Sn(x+1)_sn(w):x+n+l_m—n

Su(@+1) = Sp(z) —— S@+1) - S(x) ( — S+ —8)=0

1 1
r+n+1 T —N n—oo

0-0=0

Conclusion : la fonction S est 1-périodique.
4. Soit z € R\Z.

Justifier que 1 — x € R\Z et déduire des questions précédente que S(1 — z) = —S(x).
5. Soit € R\Z.

(a) montrer que pour n € N*, S, (%) + S, (%;r 1) =25, (z) + 36—1—22771—&—1
x T+ 1 " 1 - 1
O”as"<§>+s”< 2 )_ > T " P
k=—n 2 k=—n 2 +k
- 2 - 2
- Z x+2k+ Z T+ 2k+1
k=—n k=—n
2n 9 2n 9 9
- Z _:E+p+ Z _m+p+x+2n+1
p=-—2n,pair p=—2n,impair Ik*l
2n

1 2
=2
Z x+p+x+2n+1

p=—2n,tous

2
=25 (®) + T
(b) En déduire que S (g) 4 (”” ; 1) = 25(x).
Avec le théoréme "A la limite", on a
T z+ 1\ 2

2
T r+1 T r+1
su(3)+ 50 (%5 )2—>n%o s(3)+s(557) t =

Conclusion : Pour tout z € 2, S (g) +S (m ; 1) = 25(z).



Partie III. Continuité de la fonction S

1. Soient a,z deux éléments de ]0, 1].
1

7<
B2 —a2 T k2-—1"

(a) Soit k € N, avec k > 2. Montrer que 0 <

n n

- 2 2a K241
(b) Pour n > 2, justifier que Z gz Z pe < 2|z — af Z m
k=2 k=2 k=2
- 2x - 2a - 2x 2a
Ona ;mz—kQ _kz_;a2—/€2 - kz_; {mQ—kQ B a2—/€2}
n 2 2 2 2
_5 Z x(a —k)—a(m —k)
2|7 @ k) (@ )
Orona =z (a2 - k2) —a (m2 - kz) = (z — a)(az — k?)
"\ (z —a)(az — k?)
=2
2w @ - )
- (z — a)(az — k?)
<2
2w @)
k=2
Ial \fEI + k?
< 2|z —qf Z ) (2 —a?)
<2 1 + k2
|z — a Z —1)
+oo 2
c) Justifier que la série Lok 2 converge
2 2
— (k2 —1)
Comme ﬂ kj L et et L est le terme d'une série positive de référence qui converge
(k2 — 1) koo k* k2 k2
Conclusion : la série est bien définie et elle est converge.
o 1 27 k> +1
En déduire que |S(z) — S(a)| < ‘; S 5 ‘ 420z —af Z

n

1 2z 1 2a
Ona [Su@) = Su@)l = |2+ 2 m g _;cﬂ e

n
1 2z 1 2a 2z 2a
- ;+x2_1‘;‘a2_1+;_2x2_k2‘Zm

k=2
2z 2a " 2x " 2a
S E—i_ 2_1 g a271’+2x27k2_za27k2
k=2 k=2
1 2w 1 2a Ny
<|= - 2z — —Trr
Slet®E-17 . a2—1’+ @ a';(ktlf

Avec le théoréme 'A la limite’, on obtient I'inégalité demandée.
(d) Justifier enfin que la fonction S est continue sur |0, 1], puis qu’elle I'est sur R\Z.
Le théoréme de la distance assure que S(z) —— S(a) donc la fonction est continue en z = a
Tr—a

c'est vraie pour tout a €]0, 1],
conclusion : la fonction S est continue sur |0, 1] et sur R\Z (car 1-périodique)

2. Comportement en 0.

1

—+oo
1
(a) Montrer que pour z €]0, 1], ‘S(m) - ;‘ < Qm; moT



Pour z €]0, 1], on a

n
1 2z
Sn(il')—;‘ - ;l‘2—k2
" 2x
<
k=1
< Y 71
\2xzk2—x2
k=1

"
<2:5221@—1
k=1

La série (Z ﬁ) converge et avec le théoreme 'A la limite’, on obtient I'inégalité demandée.

1
(b) En déduire que S(z) — P 0 quand z — 07,

Avec le théoréeme de la distance, on a la limite.

Partie IV. On va montrer que C' = S.

Pour z € R\Z, on note f(z) = C(z) — S(x).
Comme les fonctions C et S sont définies sur R\Z, continues, impaires
ks 1) — 9h(a).

Alors il en est de méme pour la fonction f. On 1’admet

qu’elles sont 1-périodique et qu’elles vérifient la relation z € R\Z, h (g) +h (

1. Propriétaires de f.
(a) Montrer que lim f(z) = 0.
z—0

Quand z — 0™,
1 1

on a f(z) = C(x) - S(z) = Cx) - ~ - [S(m)fﬂ —L0-0=0

A cause I'imparité, on a aussi f(z) — O —O = O, quand © —> 0~
Conclusion : lim f(z) = 0.
z—0
(b) En déduire que f est prolongeable par continuité sur R.

Comme lir% f(x) =0, la fonction f se prolonge par continuité en z = 0 avec f(0) = 0.

T—
De plus elle est 1-périodique, donc la fonction f se prolonge par continuité en z = p € Z avec f(p) = 0.

Conclusion : la fonction f se prolonge par continuité sur R.

2. On note encore f le prolongement par continuité de f a R tout entier.

(a) Montrer que pour tout z € [0,1], f (g) +f (m ;— 1) =2f(x).

> Pour z €]0, 1], onaf<%)+f(x_2|—1)zc(g)+c(5¢‘2"1>_s(%)+s($—2&—1)

=2C(z) — 25(z) = 2f(x)
> Pour z =0, onaf(%)—kf(%) :f(l/g)
Pour calculer f (1/2 ) on utilise la question 11.4 avec z = 1/9 ; ainsi on a f (1/2) =—f (1 -1/ )

Doncf(l/z) =0etona bienf(g)—l—f(o—gil) :f(l/g) =0=2f(0)

> Enfin pour x = 1, on utilise la 1-périodicité
1
Conclusion : la relation f (g) + f (;c;

(b) Justifier que f posséde un maximum M sur [0, 1] et qu'il existe zo € [0, 1] tel que f (o) = M.

) = 2f(x) est valide sur [0, 1]

La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc ......
o

(c) Montrer que f (7) =M



On fait un RA. On suppose que f (%) # M

Comme M est le maximum, on a f (@) < Metf (xo; 1) < M, ainsi

2 strict
1
s wasen= 5 (3) +(957) 5 -
L — 1L — 1

Ainsi 2M < 2M OUPS!!!

strict
. xo
puis que pour tout k € N, f (27) =M.
Récurrence
(d) En déduire que f(0) = M. Que dire alors du signe de f sur [0,1] 7

Avec le théoréme "A la limite", on a

Vk €N, f (;’%) M
f (%) — f(0) car f est continue = M= f(0)=0
M — M

Comme M est le maximum sur [0, 1], on a la fonction f est négative sur [0, 1]
(e) Montrer que f est nulle sur R.
On fait le méme raisonnement avec m le minimum de f sur [0, 1], ainsi m = f(0) = O et la fonction f est
positive sur [0, 1]
Conclusion : la fonction f est positive et négative donc nulle sur [0, 1]
De plus elle est 1-périodique donc elle est nulle sur R.



