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1 Forme Algébrique

1.1

QCM

Exercice 1. Applications

1.

2.

10.

A quoi est égal i’
01 i g —i O -1

A quoi est égal (1-2i)(-1+3i)
O 5+5i O —7+5i 0O -5-5i O —-7-5i

A quoi est égal (1+1)°
02+2i 0O -2+2i 02-2i O -2-2i

. A quoi est égal 2(—i +1)(=2)(=i—1)(i—1)

O 16 O -16: O 16 0O -16

X 2
A quoi est égal Z:(—\/2+\/§+i\/2—\/§)

02v2 02v2-i2v2 O2+V2+i2-V?2) 0 2v2+2iv2
Quel est le(s) nombre(s) qui élevé au carré, vaut i?
0 1 v 1 0 1 N i 0 1 i 0 i i
— l— —_—— —_— —_—— — —_——— —
V2. V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
. A quoi est égal i(z—1)
Oiz—i Oiz+i O —-iz+i O -iz—-i
Quel est le module de -
-3 +4i
O ! O ! O 1
V5 5 25
- 1
On suppose que |z| =1. A quoi est égale —
z
1
O — 0O -z O -z Oz
z
Identifier la figure définie par |z+i| < 2.
O le disque de centre A(i) et de rayon 2 O le disque de centre A(—i) et de rayon 2

O le disque de centre A(i) et de rayon V2 O le disque de centre A(—i) et de rayon V2
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1.2 Le nombre complexe j

def —1+iv3 -1
On considére le nombre complexe j <f T\/_ =

V3
+i——
2

1. Formulaire

(a) Déterminer sa partie réelle, imaginaire, son conjugué, son module.
Calculer j2, j3, j4, ......
Placer ces nombres complexes dans le plan complexe.

(b) Vérifier que j est une racine du polynéme X2 + X + 1. Trouver l'autre racine.

2. En utilisant le formulaire ci-dessus, répondre aux questions suivantes
(a) Mettre les nombres complexes suivants sous la forme a+ bj, ol a et b sont des nombres réels :
.9 l

_ 7 o . _ J _
z21=1+)), z22=02-j)3+2j), z3 _1+j et zy _l—j

(b) Calculer (x-y)(x—jy)(x-j*y)
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1.3 Forme Algébrique

Exercice 2. Exercice que I'on va faire en classe.

1. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

2 .
z1=(1—i\/§) Z5:(2+L’1)3
1-4i 26 =
2o = - 1+i\/§
1+5i 1+i7)\2
1+1i ti
- 7=\
L oo l-2i 1+2i zg=(a+ib)’+(a-ib)®
YT 1+5i  1-5i ol (a,b) € R?
4—i 4+
2. On considére z; = - et zp = -
3+2i 3-2i

Vérifier que z1+zp € R et z; — 25 € iR

3. Soit z€ C. Exprimer, en fonction de Re(z) et Im(z), les quantités suivantes :

Re(iz), Im(iz), Re(zz) et Im(zz)

4. Soit z un complexe non nul. Calculer

z ,
—|. Interpréter.
|z]

5. Soit u,veC. On veut vérifier que |u+ v +lu—-v)?= 2(|u|2 +|v|2).
(a) En utilisant u=a+ib et v=a'+ib’, montrer que : |u+v/*+|u—v|* :2(|u|2+|v|2)
(b) En utilisant |02 =00, montrer que : |u+v)*+|u—v|* = 2(|u|2 + Ivlz)
6. Soit z=a+ib un complexe non-nul
Calculer la partie imaginaire de z+§.

1
En déduire que : z+ —eR<=(zeU ou z€R)
Z

Exercice 3. Du calcul
1. Calculer 1-9)3, (-2+30)* @+1)°

3
2. Calculer [-2|, 13il, |-1+il, ——i% o la+i?
S 2—1i
3. Mettre les complexes sous forme algébrique -, -
2+3i 1+2i

Exercice 4. [Correction] On veut calculer |1+ iz +z+il?.
1. Soit z=a+ib. Calculer |1+ iz +|z+il>.

2. Soit z€ C. En utilisant |0 =00, calculer |1+izl® +|z+i|?

Exercice 5. [Correction] Soit t€R.

1. Calculer

!
——1
+it

2. Géométriquement ou se trouve le point M d'affixe

+1t
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Exercice 6. [Correction] Soient a,b,c,d€R et z=x+iy€eC tels que ad—bc=1¢etet cz+d#0

az+b
cz+d

3 ¥ _Im(2)
Tez+d? T |cz+d)?

Vérifier que : Im

a->b

1-ab

Exercice 7. [Correction] Soit (a,b) €C? avec a#Db et |al = 1. Montrer que : =1

Exercice 8. [Correction] Soit u un complexe avec u # 1. Soit z un complexe avec z ¢ R.

z
=AeR <= |u|=1
-u

On veut montrer :

< Calculer A— A. Conclure.

= On suppose que AeR

On doit montrer |u|=1, CaD uu=...=1.

Etape 1 : On isole u. Etape 2 : On calcule u.

1.4 Soit f une fonction de C a valeurs dans C
Exercice 9. [Correction] On considére la fonction f définie sur C —{2i} par

z+1

fra— 1=

1. On suppose que z=x+1iy, calculer Re (f(z)). Déterminer les complexes z # 2i tel que Re (f(z)) =0

2 2
2. On suppose que z=x+1iy, calculer ‘f(z)‘ . Déterminer les complexes z # 2i tel que ‘f(z)) =1

Exercice 10. [Correction] Soit z=x+1iy avec x,y€R.
2 o
z° =21
zz+1
1. Justifier que le nombre f(z) est bien définie, CaD on ne divise jamais par 0.

On considere la fonction f qui, 3 z associe le complexe z' = f(z) =

2. Montrer que 2’ = f(2) ER <= 22 -Z* =4i Rappel 2/ €R < 2/ =7'.
o . L 1
3. En déduire que : z' = f(z) €R Ssi on peut écrire z=x+i— avec x€R
X

4. Montrer (en suivant la méme démarche) que : z’ = f(z) € iR Ssi on peut écrire z=x+ix ou z=Xx—ix.
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2 Forme polaire, circulaire

2.1 QCM
Exercice 11.

1. A quoi est égale e’ 2

O1 O -1 O —i O —i
2. A quoi est égale —e's
; 51 j1n _ix _iIx
Oe's Oe's Oe's Oe's
3. Placer les complexes suivants sur le cercle trigo.
PP AP S S TP AL S S &
~ - 51
4. A quoi est égale e™''¢
O 1 N 1 . O 1 . 0 1 N 1 1
—+—i — - —i —+—i -—
V2 V2 2 V2 V2 V2 V2
5. A quoi est égale e's
1 3 3 1 2 1 1 2
D—+£i D\/—_+—i D£+—i D—+£i
2 2 2 2 2 2 2 2
Exercice 12.
1. A quoi est égale e's
1 3 1v3 1 3 3
ol Y3, o V3,1, ol V3, n-¥3_ 1,
2 2 2 2 2 2 2
2. A quoi est égale '3 x ¢7'%
O etz Oelt O -tz
- 1
3. A quoi est égale —
elt
O et Oe it 0e 0 —e
4. A quoi est égale ie'®
0 els O el0+3 O ei0+i% 0 el0-i%
2.2 Souslaforme re?
Exercice 13. [Correction]
1. Mettre sous forme trigonométrique les complexes suivants : 12, -4, -2iV3, 1+1,
7
-1 1 -1 3 —-1+i\"
2. En utilisant la forme trigo, calculer — - , —+ i£ , (—)
i-1 l1+itanx 2 2 V3-i
Exercice 14. [Correction| Factoriser I'argument moitié
. 1
1. Soit e’ un complexe # 1. Calculer Re(l—ia)
—e
1_ ein@

2. Déterminer la partie réelle, la partie imaginaire de

+ei0

5/13
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Exercice 15. [Correction] Montrer ¥ (z,2) € C?,

eR

lzl=|z| =1 z+z7
/ =
z.2 -1 1+z.2

Rappel : |z| =1, alors on peut écrire z = e'f
Exercice 16. [Correction] Soient a et b, deux complexes de module 1 tels que les dénominateurs ne s'annulent pas.
(a+ b)? ¢ a+b
e
ab 1+ab
Rappel : a est un complexe de module 1, alors on peut écrire a=e'®

Démontrer que appartiennent a R.

3 Unpeude trigo

Exercice 17.
1. Finir les calculs proposer dans le théoreme et vérifier que :
cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) et sin(2x) =2 cos(x)sin(x)
=2cos?(x) -1
2. Montrer que
cos(3x) = cos’(x) —3sin(x)cos(x) et sin(2x) = sin(x) (4cos®(x) —1)
=4cos(x) — 3 cos(x)

Exercice 18.

1. Finir les calculs proposer dans le théoréme et vérifier que :
9 1+cos(2x) ") 1-cos(2x)
cos”(x) = — 5 et sin“(x) = — 5

Application : En déduire une primitive de cos?(x) et sin®(x)

2. Montrer que
cos(x+y)+cos(x—y)

cos(x)cos(y) = 2
sin(x + y) —sin(x —
cos(x)sin(y) = x+y) 2 = y)
3. Finir le calcul
3 eix+e—ix 3
cos®(x) = [cos(x)]” = [— = On développe avec le bindme, on simplifie les puissance puis on regroupe.

Application : En déduire une primitive de cos®(x).

4 Un peude géométrie

Exercice 19. Soit A un point d’affixe z. Reconnaitre les figures définie par

2z—3|=5, [2z—3|=5 et par max(|z—1|,|z+1]) <2

Exercice 20. Théoréme de Von Aubel.

On considére un quadrilatére ABCD de sens direct et on note a, b, c,d les affixes des points A, B,C, D.
On construit 4 carrés Cy, Cy, C3 et C4 de centres respectifs P, Q, R et S qui s'appuient extérieurement sur les cotés
[AB], [BC], [CD] et [DA] du quadrilatére ABCD.

1. Faire une figure avec le quadrilatére ABCD, le carré C; et son centre P

Calculer les affixes des différents points en fonction des complexes a et b. En particulier déterminer I'affixe de P
2. Démontrer que les diagonales de PQRS sont perpendiculaires et de mémes longueurs
Conclusion le quadrilatére PQRS est un carré (c'est le thm de Von Aubel).
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Correction.
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Ona lu+v2+|u-vP?= |(a+ib)+(d + ib')|2+ |(a+ib)+(a’+ib')|2
=|(a+d)+itb+b"|* +|@@a-a)+itb-1)|
- [(a+a’)2+(b+b’)2] + [(a—a’)2+(b—b’)2]

= [az +d?+2a.d +b*+b"? +2b.b’] + [az +d?-2a.d +b*+b?%-2b0

:2(a2+b2)+2(a’2+b’2)
:2(|u|2+|v|2)
2. Ona |u+U|2+|u—U|2=(u+v)(u+v)+(u—v)(u—v)

=w+v)(u+7)+@w-v)(u-7)
=[1+[]

=2(jul +1vP?)

Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. Soit z=a+ib.
Ona>[1+izf =|1+i(a+ib)l* =|(1-b)+ial* =(1-b)?+a* = a®+b*—2b+1

>|z+i|2 = |(a+ib)+i|2 = |a+i(b+1)|2: az+(b+1)2 =a?+b*+2b+1

Conclusion : [1+iz*+|z+i|? = a2+b2—2b+1]+[a2+b2+2b+1 =2a® +2b% +1=2|z%> +2
2. Ona

L+izlP+|z+ilP=Q+iz)1+iz+(z+i)z+i
=(1+i2)1-i2) +(z+i)EZ—1)
=[1-iz+iz+2z]|+[zz—iz+iz+1]
=22z2+2

=2|z> +2

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

> Le plus rapide

2 | _|1-it|Formulaire |1 = i| def module \/(1)2+(—t)2_1
1+it 1+it 11+it 1/(1)2_*_“)2

> Avec les conjugués

2—-(1+1ip) (2—(1—it))
1-it
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> Comme en terminal c’est plus long et plus difficile

2 1 Forme a-+ib 2 (l—_it)_l‘
1+it 1+in (A-ip

|20 -in

Y

-2 2t

e i

def module 1-¢2 2 2t )2
- \J(1+t2) " W)

421241 42241
= = =V1
(1+1£2)2 4421241

2
Conclusion : ‘— - 1‘ = Distance entre et 1 est égale a 1.
1+it t

Ainsi est sur le cercle de centre Q =(1,0) et de Rayon 1.

1+it

Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On a que

az+b (az+b)(cz+d)
cz+d lcz+d|?
_(az+Db)(cz+d)
T ez +d)?
_(ax+b+iay)(cx+d—icy)
- lcz +d|?
_ Moche+ilacxy+ady—acxy-bcyl

lcz+d|?
_ Moche+il(ad - bc)yl
- lcz+d|?
_ Moche+i[y]
T ez+df?

8/13

=1

Im(z)

az+b):|m(Moche+l[y]) y

Conclusion : Im( > =
cz+d |cz+d)|

lcz+d|?2  |cz+d|?
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Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

Comme |a| =1, Donc on sait que a.a= lal® =1

On va utiliser |00 =\ OO

2= Von=y (l‘i)m

_ ( a-b ) ;—Z

\ 1-—ab/\1-ab
_ | On développe le haut
~\/ On développe le Bas

On utilise que aa = Ial2 =12=1

=V1=1
Solution de I'exercice 8 (Enoncé)
<= On suppose que |u|=1
On sait que A€R < A=A < A-A=0.
‘On doit montrer A— A=0.
On a
— zZ—Uz zZ—Uuz Z—Uz z—Uuz
A-A= - == =
(l—u) 1-u 1-u 1-u
_ (z-uz2)1-u)—(z—uz)(1-0)
B 1-a)1-u)
_ [z—zZu—iiz+@iuz]l—[z—zil—uz+ uiiz]
B 1-a)1-u)
De plus uii = Iul2 =1, Donc Haut=0C
7
= =0 Yes!
1-wd-u

= On suppose que AR

‘On va montrer |u|=vVuii=1 ‘

A-Z

A-zZ (A-Z A
Ainsi : =Vui= . =
insi on a : |u| uu \/A—z (A—z) \/A

9/13
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Solution de I'exercice 9 (Enoncé)
1. On suppose que z=x+ iy, calculer Re (f(z)).
Le texte indique qu'il faudra remplacer z par x+iy, mais avant on fait BasBar!!!

z+1  z+1 z—2i

zZ) = =
@ z—2i z-2i7-2j
2+ 1)(2+20)
T |z-2if?
_2Z+2iz+Zz+2i0
T z=2iP
B (x2+y2)+2i(x+iy)+(x—iy)+2i
B |z —2i2
On remplace z par x+1iy
+y?-2y+x ,(2x—y+2
= i
lz—2i|? lz—2i|?
Déterminer les complexes z # 2i tel que Re f(z)) =0
2 2
X“+y°=-2y+x
On a Re(f(z)):o = %:0 = x2+y2—2y+x=0
z—21

Complément : les points de coordonnées (x,y) avec x4 y2 —2y+x=0 forment un cercle
mais ce n'est plus au programme.

2
f(2)

2_(z+1)(2+1)
“\z-2i)\z+2i

z.Z+z+z2+1
T z.Z+2iz-2iz+4
On remplace z par x+iy

2. On suppose que z=x+1iy, calculer

2

z+1

Ona|(f(2)

z-2i

_ (x2+y2)+2x+l
B (x2+y2)—4y+4
2

Déterminer les complexes z #2i tel que =1

f@

2

2, .2
+y9)+2x+1
—1 (x“+y)+2x+1

o) WAy IFeXT
na (x2+y%)—4y+4

f(2)

= PHy)+2x+1=(P+yH) -4y +4
> 2x+4y-3=0
Les points de coordonnées (x,y) avec 2x+4y—3 =0 forment une droite
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Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

Z2+2i  Haut

zz+1  Bas

Comme Bas=zz+1=(x+iy)(x—iy)+1= x? +y2 +1 et x,y€R, ainsi Bas est toujours #0.

1. Ona f(2) =

Donc on ne divise jamais par 0.
2. Ona

2 .
z°—2i —
z =f(2)= ER < z/ =72

(zz—Zi) z%—2i
— =

zz+1 zz+1

Z2+2i  z2-2i

= — =—
zz+1 zz+1
= Z*+2i=2"-2i
— 2-F%=4i
3. On écrit z=x+1iy et on poursuit le calcul.
2 .
z= =21 _ .
Z=flz)= ER <> 2% -7 =4i

zz+1
— (x+iy)2—(x—iy)2=4i
= [x2—y2+i2xy]—[xz—yz—iny]:4i
— idxy=4i

1
— y:; avec x #0

. .1
= z=x+iy=x+i—
X
. . . - .1
Conclusion : On a bien z' = f(z) € R Ssi on peut écrire z=x+i— avec x€R*
X

4. Montrer (en suivant la méme démarche) que : z' = f(z) € iR Ssi on peut écrire z=x+ix ou z=x—ix.
Solution de I'exercice 13 (Enoncé)
1. Facile!!!

0

Il faut bien comprendre comment on place le point M d’affixe % en regardant I'angle entre la demi droite R et la

demi droite [OM).

2. |l faut faire des dessins!!!!
> Avec le dessin, on a facilement
12=1260, —4=4e'" |—2iV3=2V3¢ 72
> A=1+i=re??
On commence par r=|A|=[1+i|=y/ (1)2+1)2 = V2

1+1 1 1
Ainsi —— = — +i— est complexe de module 1,
+il v2 V2
On fait un dessin et on le place sur le cercle U et on lit I'angle 8 =7/4
ont i _ 1 1
n trouve —=—+i—=
n+il v2 V2
Conclusion : 1+i=v2e'1
—-V6—-iv2 ;
> A:—\/_2 \/_:rele?
-V6-iv2
On commence par r = |A| = ‘T\/_ =...=V2
A -v3 1
Ainsi — = —\/_ —i— est complexe de module 1,
|A| 2 2

On fait un dessin et on le place sur le cercle U et on lit I'angle 8 = —-27/3

A _j2n
On trouve — =¢ '3

Al
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Conclusion :

3. On utilise pe”:I et le formulaire sur les puissances

. 22
rel =v2e '3

VB iV
SUULE

_ i0 -iZ . x 3n
\/.g l: re. ’:2e 36 = zel(—ﬁ_%)
i—1 r! ele \/Eei%
1 _ 1 _ cos(x) _ cos(x)
l+itanx .sin(x)  cos(x)+isin(x)  ,i(3-x)
cos(x)
7
-1 3 07 ;
(7 + l%) _ [relﬂ) — 17 i70
. . n
(2Lt (e ) (2 Y (L)’
V3-i 1/ eid’ 2 ¢ i% V2
Solution de I'exercice 14 (Enoncé)
1 s
Ona: m = Argument moitié
_ 1
el0/2[-2isin(6/2)]
ie—iG/Z
~ 2sin(0/2)
_i[cos(0/2) —isin(6/2)]
- 2sin(0/2)
_ sin(0/2) +icos(0/2)
- 2sin(0/2)
1 . cos(@/2)
=t —
2 2sin(0/2)
1 1
Conclusion : Re( - ): -
1-el0) 2
On a
l_ein(-)
— = argument moitié
1+ eif &
ein02) ]
T ei02 ]
_ ei(n—l)G/Z —2151n(n0/2)
2co0s(0/2)
_;sinnb2) o+ isin@)]
T cos@12)
_ sin(n0/2) inO) _isin(n0/2) cos@)
" cos(0/2) cos(0/2)

Solution de I'exercice 15 (Enoncé)

Partie réelle

On suppose |z|=1 et |Z/| =1

On va montrer que :

z+7
1+z.2
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. .01
Comme |z|=1 et |2/| =1, on peut écrire z= e et 2/ =€

) .
L z+7 't + ¢i0
Ainsi on a ;= ——

1+z.z 1+ eit it

Argument moitié

moche

i012 ,i0'12
£i(0+01/2
_

Solution de I'exercice 16 (Enoncé)
Correction 1 : On va utiliser ¢'C et I'argument moitié.
Comme |a| =1 alors il existe 0 €R tel que a= et

0l
De méme comme |b| =1 alors il existe 8’ € R tel que b= el

a+b el 1 oi0'

Ainsi on a = ——
l+ab 1+eif it

Argument moitié

el0/2 eie’/Z[ ....... ]

Pas b6

|

/

cos(

)

Tei®+002)

Correction 2 : On va utiliser ¢/” et le couple Complexe-Conjugué.

. A-A _
On sait que : AeR < Im(4A) =0 < T:O@ A=A
i

!
cos(

. .
De plus comme |a|=1 et |b| =1 alors il existe 0,0' R tel que a= et et h=e?

a+b
1+ab
ei0 + i’

a+b
1+ab

Ainsiona A=

1 +ewei9'
o—i0 4 p=i0

1+e7i0 =10

On eléve les puissances <0

On simplifie les fractions

~ 9+ei9’ —A
B 1+ ei0 i’ B

el

13/13
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