TD 1 manipulation des objets. Mercredi 10 Septembre 2024.

Manipulation
Exercice 1. Exprimer en fonction de a = 2"
A= 2n+3 B = 22n+1 C = 2727), D= (_2)2n+3
E = 4n+1 F = n+3 2n G = 2n
Exercice 2. [Correction] Simplifier
(2n +1)! (n+1! 1 N 1 N 1 ()
(2n —1)! 22(nt+1)  22n nl 2nx(n+1)  2x(n+2)! (511)
Exercice 3. [Correction] Montrer que les fonction suivantes sont impaires, CaD que Vz € 9, f(—z) = —f(z)
2021 + e —1
=In|{ —— t ==
/(@) n<2021—x) J@) =&
Exercice 4. [Correction] Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1/9 et Vn €N, u, 1 = T
Up,
27L
Démontrer, é : VneN, up = :
émontrer, par récurrence, que : Vn u T

Pair-Impair

OO+ 1)
2

On considére P, =2+4+4---+(2n)et I, =1+3+5+---+(2n—1)+ (2n+ 1)

Exercice 5. [Correction] Onsaitque:1+2+3+---+0=

Calculer P, puis P, + I, et enfin I,,.

Exercice 6. [Correction] Soit n € N*. On considére

P, = Le produit des entiers pairs de 2 a 2n = 2.4.6....(2n — 2)(2n)
ET
I,, = Le produit des entiers impairsde 1 a (2n+1) =1.3.5....(2n + 1)

Calculer (a I'aide, entre autre, de factoriel) P, pUiS P, x 1, et enfin 1,.



Manipulation plus difficile

Exercice 7. [Correction] On considére la suite (a,,) définie par

2
a
ay=2 et VYneN, a4 = n)
2a, — 1
2"
Démontrer, par récurrence, que : Vn € N, a, = 57 1

n!
(2)"vn
n . o n 1 1
Simplifier Bntl puis vérifier que : In <u+1> =1- <n + 2) In (1 + )
U n

n u’ﬂ

Exercice 8. On considére la suite u,, =

Exercice 9. Pour les fonctions suivantes simplifier h(z + 1) — h(x)

(z+D(z+2)---(x+n)
n!

fu(z) =

gn(x) = (z =)z =2)---(z —n)

Exercice 10. [Correction] Soit la suite (F,,) définie par : Vn e N, F, = 22" +1
Montrer par récurrence que : Vn e N, F,, = Fo.Fy--- F,_1 + 2.

Exercice 11. [Correction] Montrer que :

V€N1++1+1+ +1<21
n — 4+ =+.+—5<2——
712 22 32 n2 n
Exercice 12. Montrer que pour tout n € N*, on a
1 N 1 n 1 T 1 S 3n
12722 732 07 27 21



Correction.

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

(2n+1)!

—= = (2n)(2 1

i = 2n)Cn + 1)

(m+1)! n!l  nl [n+l _nl [n—3
22(n+1)  92n _QW{ 22 71} _ﬁ[ 22 }

>i+ 1 n 1 _1 14 1 n 1 _ 1 2n(n+1)(n+2)+(n+2)+n
nl 2nx (n+1)! 2x(n+2)! nl 2n(n+1) 2(n+1)(n+2) n! 2n(n+1)(n+2)

n!

N O Kl(n — k)] oonl ke Dm—k—1)! k41
(">_ n! T El(n—k)! n! T n—k
k+1

(k+D!(n—k—-1)!
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Pour tout/chaque = € Z, on a
2021 — z
) =1In (22—
f(z#)=In (2021+x>
1
Or on a la formule In (E) = —In(0O)
Haut Bas
ciom (1) ()
ab Bas " Haut
2021 +x
- p (2T
(2021 - x) f(@)
Pour tout/chaque € Z, on a
—2z
e -1
f(—il)) e—2e 1 1
1
e !
1
!
1— 621
o 621
1+€21
621
1— eZz 621 1— 621‘
= 2z 2x = 2x = _f(:r)
e 1+e 1+e
L 27L
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) On fait par récurrence Hep> @ Un = ST
Initialisation.
22’ 2! 2
Onawug=2et 720 1 =oi_1-3_1 = 2. Donc Ho> est vraie.
Hérédité. On suppose que H,, est vraie
2n+1
On va montrer Hepq1s, CaD up+1 = W
On chemine
271
CQua)? | 2Tiom
Un+1 = = T
1+ un 2 i1
1+2n
2n+1
__ 1gom
2"+ (1+27)
1+ 2n
2n+1 1 + 271 2n+1

T+27 227 +1 1420+t



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

n+1

>F%:2+4+“4%%0:2P+2+3+ +4 =n(n+1)

(2n+1)(2n+2) 1)(2n +2)

>Po+li=14+2+3+-+2n+1)= =@2n+1)(n+1)

>LFJ%+L,J>:@n+nm+n—nm+1y4n+nu%+1yqﬂ:m+1ﬁ
Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

1. Ona

P,=2X4x6x--x(2n—2) x (2n)
= I(2.1)"(2.2)I- (2(n - 1))"(271)I

22.0nal,=1x3x5x%x---%x(2n—1) % (2n+ 1), ainsi

InxP,=(1%x3x5x--x(2n—-1)x(2n+1)).(2x4x6x---x (2n—2) X

=1.23...(2n— 1)(2n)(2n + 1)
= Le produit de tous les entiers de 1 a (2n+1)
=(2n+1)!

3.0nal,xP,=2n+1)!

@Cn+1)!  (2n4+1)!
P, - onpl

Conclusion : I,, =

Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

. on 2 27L><2 2n,+1
On utilisera [2 } =2 =2
92"
On fait par récurrence Hep> @ an = CrE—
22 2! 2
Initialisation. On a ap = 2 et 520 1 S@_{-5-1- 2. Donc H.p> est vraie.
Hérédité. On suppose que H,, est vraie
22n+1

On va montrer Hepq1s, CaD ap41 = P

On chemine

(an)2 _ (%)2

2an =1 22" 1

(=)

2
2.22™ (22" 1
22571 )

or (22")2 =92 =2
azf"f(f"fl):2w+4
22" 2 g
- (22" —1)27°22" 4+1
22"t
T @D (2" 1 1)
22"

= G

Yes, fini

(2n))



Solution de I'exercice 10 (Enoncé)
n 2 n n
On utilisera {22 } — 92" x2 _ 2"t
On fait par récurrence Hep> @ Fp, = Fo.Fy - Frm1 + 2
Initialisation (n=1). On a
G=F=---etD=Fy+2=---
Donc H.1~ est vraie.

Hérédité. On suppose que H,, est vraie

On va montrer Hept1s, CaD Fryq1 = Fo.Fy -+ F, + 2

On chemine de Gauche a droite

Fo.Fy---F,+2=FyF1---Fp_1F, +2
On applique H <y~
CiaD Fo.Fy - F_1=F, —2

=(F, —2)F, +2

= (22” - 1) (22” + 1) +2
n 2

= (22 ) —1+42

_ 22"42 +1

=2 1= Fy Fini



Solution de I'exercice 11 (Enoncé) On fait par récurrence (simple)

1 1 1 1
Initialisation.
On a bien1 <2 — %;, donc H.1> est vraie.
Hérédité.
On suppose que H,> est vraie,
On va montrer H CaD 1—|—i+i+ +i<2— !
snt 22 T3 T2 ST
On y va brutalement .
1 1 1 1
Gauche :1+?+3*2+...+ﬁ+m
On utilise Hep>
1 1 n*4+n+1 s
< 2 — E + m =2 — m = Intermédiaire
On va montrer directement que : Intermédiaire < Final
2
Final — Intermédiaire =2 — L 2 — pin+l
n+1 n(n+1)2
_ n?+n+1 B 1
T onn+1)?2 n+l
(W +n+1)—nn+1) 1
N n(n + 1)2 T nn+1

20

Donc H<p41> est vraie.



