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Lobjectif est de démontrer A< BouA=B

1 Premier temps de la valse

1.1 Kulture.

> Kulture de base
Onsaitque:V OeR, —1<sinO<let—-1<cosO<1
> Convexité

Soit f une fonction définie, continue dérivable de & = [a, b] a valeurs dans R
On suppose que f” = 0 sur Z alors f est convexe,

CaDVxe 9, Tangente< f(x)< Corde
[ | | I |

Applications.

> La fonction exp est convexe sur R ainsi

AinsiVxeR, 1+x <eé*
S|
Tangente

> La fonction In(1 + x) est concave sur ]—1, +oo[ ainsi

AinsiVxe]-1,+oo[, In(1+x) < X
| -

Tangente

. . L2
> La fonction Sinus est concave sur [0, E] ainsi

T 2
AinsiVx € [0, —], —.X <sin(x) < X
2 T | I

Tangente
Corde

1.2 Viking.

> Comme en terminale

> Pour majorer A—B, on majore A et on minore B.
mpas< A<My
} = A-Bs<My-mp
mp<B<Mgp

> Pour majorer A/B , on majore A et on minore B.
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1.3 Transfert avec une fonction (dé)croissante

On utilise
Vxe€la,bl
[ est croissante sur [a, b]

}E fl@<fx)<fb)

1.4 Gros-Petit
Il'y a 2 possibilité

> Gros-Petit = FFB  puis on fait un bé tableau de signe

> On étudie la fonction & : x — Gros -petit

1.5 Récurrences.

2 Deuxieme temps de la valse

Théoréme 1. On chemine

On chemine de Gauche vers droite, on chemine de compliquer vers simple

Lorsqu’on démontre une inégalité par récurrence, on chemine ...

Lorsqu'on démontre doit utiliser plusieurs inégalités, on chemine ....

3 Valeurs Absolues, mon amie.

3.1 Définition et Propriétés.

Définition 2. Définition de | x|.
Soit x un réel.
1l existe plusieurs facons équivalentes de définir/calculer le nombre |x|.

> Simplification.
=+x Lorsquex=0

Onalxlz{ =-x Lorsquex<0 %

> Majoration/Encadrement.
|x|, c’est le plus grand entre +x et —x.
Ainsiona: —|x|<x<|x|

> Distance.
|x| =|x—0], c’estla distance de x a 0.

Graphe.

La fonction Valeur Absolue x — | x| fx) e

> est définie et continue sur ¥ =R.
o I _ mp*
> est dérivable sur 7' =R". 5 =1x]

La fonction Valeur Absolue nest pas dérivable en 0.

0 XeED
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Théoréeme 3. Formulaire.
Soit x, x', a des réels.

Kulture.

Les valeurs absolues se simplifient saufsi ....

> Positivité | x| estunréel =0 et |x|=0< x=0.

> Calcul

|-x| = x| et |x.x'| = x| |x| etSix' #0,

| x|

x —
[x|

xl

Attention au piége. V x° = |x| # x

> Symétrie |a — x| = |x — al.

> Linégalité triangulaire

|2x+3x"| <2|x|+3|x'| er |2x-3x|<2|x|+]|3x|

3.2 Fonctions lipschitziennes.

Définition 4.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que f est k-lipschitzienne Ssi

Théoréme 5.

Fx) - fN| <klx-x|

Vx,x €l

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

f est dérivable sur I

veel, |f(0lsk

= Lafonction f est k-lipschitzienne
CaDV x,x' €I, |f(x) - f(x)| < klx— x|
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4 Exercices

Le premier temps de la valse

Exercice 1. Proposer un encadrement pour les quantités suivantes
2

> x“—x+1 €l-11]
——————— pour x€[-1,
x2—v2-x+3 P
x—y2+3 .
5.5 _ pour x,y€ [1,2] puis pour x,y€[-2,-1]
X°+y*—y
Exercice 2.
3x+1
1. Montrer que : Vxe[1,3], 1< 22~ <5
x+1
L 3x+1 5
2. Montrer plus précisément que : Vx€[1,3], 2< < =
x+1 2
Exercice 3. Majorer h(¢) sur [0,1]
In(1+¢
M) h(p) =2 @) h(n) = 2A+D
1+t
vV2—-t
@ h)=S—- (5) h(#) =sin()
in(t
@) h() = tn(1 + 1) ©) h(p = 00
cos(1)

Exercice 4. Montrer que
1. Soit (up)pen la suite définie par ug =0, u; =1
et VREN, Upt2 =Upy1+Up
Montrer que : VneN, u, <3"
2. Soit (up)nen la suite définie par ug =1
et VneN, upy1=up+up—1+...+ur+u
Montrer que : VneN, u, <2"

Exercice 5. Montrer que :

1
on—-1"

1
VneN*, —<
n!

Exercice 6. [Correction] Montrer que :
vV xe[0,1], 0sx(1-x)<l/y

Exercice 7. [Correction] Montrer que :

1
VxeR4, \/1+xs1+§x

. o2
Exercice 8. Montrer que : Vxe€ [0, E], —x<sin(x)<x
b4

Exercice 9. [Correction] Montrer que :

X 1
Vx>0, v 1
1+x 2

Exercice 10. [Correction] Montrer que :

Ya,beRy, ab<blnb+e® !

Exercice 11. Soit a,b deux réels positifs. Montrer que
— 2 2
2 <Vab< b—a < a+b < [a”+Db

g +11p In(b) —In(a) 2 2

Exercice 12. On considére la suite (1) ey définie par

up=ur=1letVneN, upi2=m+1) (ups1 + un)

Monter que : VneN, u, < n!

Exercice 13. [Correction] Montrer que :

VneNetVx=0 (1+x)"=1+nx

Exercice 14. [Correction]
1. Montrer que : VneNet Vxe€[0,1], 1-x)"21-nx

2. Montrer que : VneN et Vxe[0,1], 1-x)"<

1+nx

Exercice 15. [Correction] Montrer que :
1 1
VneN,1—2++—+ tot—<2-—

22 32 n2 n

Exercice 16. Montrer que pour tout 7 € N*, on a

1 1 1. 1 3n
12 22 32 7 27 2p41

Exercice 17. [Correction] Montrer que : V neN*,
vizl, t"-1sn™l-1).

On cheminera du petit vers le gros et on notera que 1 est une
racine évidente.
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——— Le deuxieme temps de la valse ———

Exercice 18. Une jolie inégalité.

1. Monter que :Vx=0, In(0+x)<x

1 n
2. En déduire que : VY neN*, (l+—) <3
n

Exercice 19.
1. Monter que :Vx=0, In(1+x)<x
x+1 1
2. En déduire que : Vx=0, Osln(—) < -
X X
Exercice 20. On considere la suite (1) en définie par ug =1/
2up
1+u2

et VneN, upy =

1. Montrer par récurrence que : VneN, 0<u,<1.
2. Montrer que la suite (up)en €st strictement croissante.
3. Bonus Montrer que la suite (1) ,en converge vers une limite
¢ a préciser.
Exercice 21. Soit la suite (x;) définie

2(xp)%-3

ar xp=4etVneN, x =
p 0 n+l Xp+2

1. Montrer que : VneN, x, =3.

3
2. Montrer que : VReN, x,41 -3 = E(xn—fi).

3 n
3. Montrer que : VreN, x, = (5) +3.

4. La suite (xy) est-elle convergente ?

Exercice 24.
entiers.

Soient a,b des réels tels que a+ b et ab soient

Montrer, par récurrence, que : YneN, a” +b" est un entier.

Remarque : Les nombres a et b ne sont pas forcément entier. Par
exemple Si a=1+V?2 et b=conjugé=1-v2.

Bonus

Exercice 22. [Correction]
2, .2
X°+
1. Montrer que : Vx,y=0, 2y

=xy

2. En déduire que : Ya,b,b=0, a®+b%>+c® = ab+bc+ca

Exercice 23. [Correction] Soit x,y,z€R}. On note s=x+y+z

. . . 1
1. Un premiére minoration Montrer que : x+ — = 2.
X

En déduire que :

1 1 1
—+—+-26-5
X y z

2. Un deuxiéme minoration

+
(a) Montrer que : /xy < Iy

—
En déduire que : (x+))(y+2)(z+x) =8xyz
1 1 1
(b) Développer (x+y+z)(—+—+_ .
X y z
1 1 1 9
En déduire que : —+—+—2=—
X y z s

3. Laquelle des deux minorations est-elle la meilleur ?

. 1 A
Exercice 25. Montrer par récurrence que x"+—n est un polynéme
x

1
en O=x+—
X
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Valeur Absolue

Exercice 26. [Correction] Simplifier les valeurs absolues suivantes

7 1, 1
il Jete -t
11

)

Exercice 27. [Correction] On considére la fonction f:x— In(x? —3x+2).

Déterminer 7y et simplifier |f'(1)| sur Zy.
Exercice 28. [Correction] Simplifier v/1+ cos(2x) pour x € [0,27]

Exercice 29. [Correction]

1. Montrer que Vx,y,z€R, |x+y+z|<|x|+|yl+|z|.

2. Montrer que Vx,yeR, (|x|-|yl|<lx-yl.

Exercice 30. Donner le graphe des fonctions

fix—|x-2|+2|x+3| et g:x—

x—2+2|x+3|‘

Fonction Lipschitzienne

Exercice 31. [Correction] Montrer que : Vx€eR, |[sin(x)| < |x|

Exercice 32. Pour les expression suivante : Calculer, simplifier et encadrer |h'(t)| sur [0,1]. En déduire que h est lipschitzienne.

> h()=e 2!, > h(t) = rln(1+1). > (1) =sin(s?).
In(1+1) sin(?)

o = _ > h(f) = .

> h()=v2—1. > hit)=—— D= Coso)

. 1 2
Exercice 33. On considére la fonction f définie par : Vx#0, f(f) = 3 (t+ ;)

1
Montrer que la fonction f est E—Iipschitzienne sur [\/§,+oo[

Exercice 34. On considére la fonction f de [0,1] a valeurs dans R par
Vxelo1], fn(x):e*x(1+f+x—2+...+£)
12 n!
1. Sur [0,1]; calculer et simplifier |f’(t)|
En déduire que, sur [0,1], la fonction f;, est %—Iipschitzienne.
2. En déduire que une majoration de |fn(l)—fn(0)|

. 1 1 1
En conclure que : lim (1+ —+—+..+ —
n—oo 1 2! n!

Il
[\
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Correction.

Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On fait Rapide/Lent comme Terminale : Vx€[0,1], on a x(1—-x) =0(1-1)=0.
Direct pour I'autre

1
G-p=--x(1-x)==
p 1 ( )

_Trinome

- 4
comme A =0, le trinbme est un carré
(2x-1)?

== >

4
Solution de I'exercice 7 (Enoncé) On vy va direct
1 )2 = ()2 174 x?
Vx>0, l+§x—\/1+x= (1) ) =4 020
1+§x+\/m e

Solution de I'exercice 9 (Enoncé) Direct

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)
On fixe une des 2 variables puis on fait une étude de fonction.

Solution de I'exercice 14 (Enoncé)

On va montrer par récurrence Heps 1-a)"< 1
+na

1
Ona(-a=1et =1 donc H > est vraie
1+0a

On suppose Hep>

1

On va montrer H. ,CaD (l-@"lgs——
<n+1> ( ) T+niDa

On y va brutal :

Ya>0, (l-a™'=(1-a"1l-a<

(1—a) =Intermédiare

1+na
De plus
1 1- l1+na)-(1-a)(1+n+1
Final - Inter = _ a _(+na-(10-ad+n+ha)
1+(n+1l)a 1+na >
(n+1)a? .
=——>0 Fini.
>
Solution de I'exercice 15 (Enoncé) On fait par récurrence (simple)
H. ~1+1+1+ +1<21
<n>: atgtetogs P

Initialisation.
1
On a bien 12— 1" donc H.js est vraie.
Hérédité.

On suppose que Hcj> est vraie,

1 1 1 1
On va montrer H. ,CD 1+ —=+—=+..+—<2-
<n+l> 22 32 n? n+1
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On y va brutalement .
1 1 1 1
Gauche =1+ s+ 5 +.+ =+ ———
22 32 n?  (n+1)?2
On applique brutalement Hcj>

1 1 n?+n+1 s
<2-— 4+ 5 =2~ 5 = Intermédiaire
n (n+1) n(n+1)

On va montrer directement que : Intermédiaire < Final

X oL 1 n+n+1
Final — Intermédiaire=2- —-12-
n+1 n(n+1)2

_n?+n+l 1

T nm+1)?2 n+l
_(n?+n+D)-n(n+1)

= =0
n(n+1)2 n(n+1)2

Donc H.j;+1> est vraie.
Solution de I'exercice 17 (Enoncé)

Pour tout =1, on a

"—1=a"-b"=(a-b)a" ' +a" b+ + b
=-DE" " 1)
Ort=ldoncl<t<---<t"2< "}
<E-DE" e e
<(t-1n"!
Solution de I'exercice 22 (Enoncé)
1. Direct.
2. J'applique I'inégalité avec a, b avec b, c et avec ¢, a ainsi on obtient
a® + b?

2
b% + ¢?

= ab

= bc

Puis on somme ces trois inégalités.
Solution de I'exercice 23 (Enoncé)

1. La premiére inégalité se fait "facilement" avec une méthode directe.

Puis on applique cette inégalité avec x, y et z et on somme.
2. (a) La premiere inégalité se fait "facilement" avec une méthode directe.

Puis on applique cette inégalité avec x,y, y,z et z,x et on fait le produit.
(b) On a

1 1 1 X y x z z Yy
xX+y+2)(=+—+-)=3+—+=+—+—+—+=
X Yy z X z x 'y z

X 1
Or—+Z:EI+—22
y X 0O

=3+2+2+2=9

9
(c) On doit comparer 6—s et —. On le fait direct
s

9 —s2+465-9  (s-3)2
6—5s——= =0 <0
N N S
Lo . 1 1 1 9
Ainsi on a toujours — + — 4+ — = —

Xy s

=6— s ainsi I'inégalité de la question 2 est meilleur.
z
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Solution de I'exercice 26 (Enoncé) On a

ofi-+f

Comme la fonction exp est croissante, on a

7
Comme 0<ﬁ<1, on a

1, 1

3 _¢ /3

1 _1
e /3 —e /3‘:e

8n . .
Sachant que 7 < 3 <27 et avec un bo dessin, on a

sin(g—n)‘ = —sin(8—n) = Sin(z)
7)1 707

Solution de I'exercice 27 (Enoncé)
On sait que : x€ P Ssi on peut calculer f(x). Ainsi x € P¢ Ssi %% —3x+2>0 On factorise le trinéme avec A et on trouve
x?-3x+2=1(x-1)(x-2).

Avec un b tableau de signe, on obtient 77 =] —o00,1[U]2,00[.
2x-3 2x-3
De plus Yx€ 2, f'(x) = = , ainsi
P F = 2 T D=2
. [3—2x]| 3-2x
> Si x€]—o0,1[, |f (%)= =
I=eo b 1 = T o T Uene-»n
[3—2x]| 2x-3

. ! — —
> Si x€]2,00[, |f (x)|= T AzA GDE-2

Solution de I'exercice 28 (Enoncé)

Soit x € [0,27].
J'applique la formule avec a = b = x, ainsi cos(2x) = cos? (x) — sin? (x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2cos? (x) — 1.

On a donc v/1+cos(2x) =1/ 2cos?(x) = \/§|cos(x)|
> Sixe [O,g] ] 3?”,271 ,on a \/1+cos(2x)=+\/§cos(x)
,onay/1+4+cos2x) = —\/Ecos(x)

T 37
)

> Sixe

Solution de I'exercice 29 (Enoncé)

1. Vx,5,z€eR, on a
[x+y+zl=|x+0 < x|+ 10 < x|+ ]yl + |zl

2. On fait deux situations selon que : |x| = |y| ou |x| < |yl
> Situation |x| = |y

On doit démontrer que : ||x|—|y||:|x|—|y|<|x—y| = |x|<|x—yl+Iyl.

Ona:lxl=lx—y+yl=10+yl<|O+|yl=lx=yl+Iyl
> Situation |x| < |y

On fait de méme

Solution de I'exercice 31 (Enoncé)

On montre que la fonction Sinus est 1-lipschitzienne et on applique I'inégalité avec 1 et x.
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