MPSI DM 1 Calcul avec les complexes.

Lundi 08 septembre.

Forme circulaire et argument moitié

g s . . z
Exercice 1. On considére les complexes 21 = 1 +ivV3 et zo =1+ i et A = il
22
1. Déterminer la forme algébrique du complexe A.
2. Déterminer la forme circulaire des complexes z; = 1 + iv/3 et 2o = 1 + .
en déduire la forme circulaire du complexe A.
3. Application.
> Calculer Re(A) en utilisant la forme algébrique du complexe A.
> Calculer Re(A) en utilisant la forme circulaire du complexe A.
, . ™
> En déduire la valeur de cosl—2
1— ei no
Exercice 2. [Correction] Soit n € N et § € R. On considére le complexe A = T o
— €

1. Simplifier avec I'angle moitié, le complexe : 1 — e*?
2. Simplifier avec I'angle moitié, le complexe : 1 — etno

3. En déduire une forme simplifier du complexe A puis en déduire que :

() ()
a(?)

——— Un exercice plus abstrait

Exercice 3. [Correction]
On note D I'ensemble des complexes de module strictement plus petit que 1

Onadonc:z €D <= =z estuncomplexeet |z] < 1
Strict

Soit p et z fixé dans D.

1. Justifier que |pz| < 1. En déduire que : pz — 1 # 0.

2 (1-1eF) (1- )

B 11— pz|”

p—z
1—-pz

2. Montrer que : 1 — ‘

Remarque méthodologique : Il ne faut pas sombrer dans les calculs!!!

2
. H
> On commencera par simplifier le complexe 1 — ‘B en utilisant |0)* = 00

> puis on remplace H=p—z et B=1—pz

3. En déduire que :
peD

teD —pz



Solution de I'exercice 2 (Enoncé) 1. Simplifier avec I'angle moitié, le complexe : 1 — ¢

Onal—el? =¢2 [e_ie/z — eie/z]
=2 [(C —iS) — (C +i9)]

= —2isin (g) e’/

2. Simplifier avec I'angle moitié, le complexe : 1 — ¢’
Onal—em =" [eiinsh - eine/Q]

no

=2 [(C —i8) — (C +i9)]

— _92isin (%0) PR

3. En déduire une forme simplifier du complexe A puis en déduire que :

c o (mBN ey . (nd
1— ei no —2i sin 7 e 2 sin ? )
OnaA= = el V02

0 =
l—e —2isin (g) et?/2 sin (g)

= Reel e” = Reel (C +iS5)
(n—1)0

0

(n—1)0

2

)sm(

no

2

)

: Re(A) = (

. (0
sin

2

Jon ()

cos (
Conclusion : Re(A) = Reel C =

)

)



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
On note D I'ensemble des complexes de module strictement plus petit que 1. On a donc

zeD& |z] < 1

Strict

Soit p et z fixé qcq dans D.

1. On a |pz| = V/pz.pz = \/DzpZ = \/PP=V2Z=|p||z|]| < 1.1=1doncpz # 1.
Strict

2. Ona

2
_ H 12
_|P f :1—’— avec H=p—zetB=1—-pz
1—pz B
_,_HEH
- BB
_BB-HH
B
_(1=p)(1-pz) - (p—2)(P—2)
|1 —pz|?
[1—pz —pz+ |p*[2*] — [IpI*> — pZ — Dz +|2I7]
= — 2
|1 —Dpz|
L+ [p2* = [pl* = |2

11— pz/*
Orona (1—|p|*)(1 = |2/*) = 1+ [p[*|2]* — [p* — |2?

(1—pl*)(1 = |2*)
|1 —pz|®

3. On suppose que p et z sont dans D

2
—Z
P <1

On va montrer que

Comme p et z sont dans D, 1 — [z]> >0et 1 — B> =1—|p|°> >0

2
—Z
P21 -

1—-7pz

donc 1 —

———| < 1 Fini

On ré-organise ainsi




