MPSI DS 1 Lundi 15 septembre.

Exercice 1. [Correction] On considére la suite (I,) vérifiant

2n+1

™
10:§etVn€N, In_t'_l:mn

1. Soit n € N. Calculer (2n + 2) en fonction de <2n>
n—+1 n

2n\
2. Montrer que : Vn €N, I, = <n>22”+1

Exercice 2. [Correction] On considére la suite (uy,)nen définie par ug = u; =1, et
Unp

n+1

VneN, upre = upy1 +

Montrer que : Vn € N*, u, < n?.

Exercice 3. [Correction] On admet les formules de dérivations suivantes.

[E}/ _wv—uy [arctan f]" = f’

vl v2 1+ f2

1
Soit & la fonction définie sur Z par : VY € 2, h(z) = arctan (1 + x)

— X

En utilisant les formules admises ci-dessus, calculer et simplifier h’(a:).

1
Exercice 4. Soitn,k € N avec k € {1,..,n}. On considére u, = — (Z)
n

up 2

U . U 1
bl puis justifier que : AR P

1. Simplifier

k—1
1
2. En déduire que : Vk € {1,2,...,n}, ur < (2> .

Exercice 5. [Correction] On considére les suites (a,,) et (b,) définies par

2n
(D1 11 1 1
VneN', a,= — sS4 _= -
nel, a ; k 1 23 1t m—1_ 2n
b, = 11 P S
n_k:n+1k_n+1 n+2 2n

1. Simplifier @41 — Gy
2. Simplifier b, 11 — by,.
3. En déduire (par récurrence) que Vn € N*, a, = b,



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
, @2n)! =
On va montrer par récurrence Heps @ I, = W§

2 !
(20(28)2 g = g donc H.o> est vraie

On a

On suppose H<p> n+1)
On va montrer Hepy1>, CaD Iy = 2 ((n+ D)2 2

On chemine

2n+1. _ 2n4+1 (2n)! 7
2n+2 " 2n+222n(nl)2 2

In+1 —

2n+2)2n+1) (2n)! =

T (2n+2)(2n +2) 227 (n))2 2

_ (2n +2)! ™
o 2.2(n+1)(n+1)227(n!)2 2

!
NI
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) On fait par récurrence (3 2 étages)

Hopns @ un < n?
> Initialisation avecn =1 et n =2

ao 2
=2<2° OK
0+1

> Hérédité. On suppose Hep> et Hept1>

Onau=1<1% et us =u1 +

On va montrer Hepqos
CaD uny2 < (n+2)°
Un
n+
On applique He > et Hept1>

Ona:onaunts = Unt1 +

2 n?
< (’IL + 1) + m Fini
Méthode rapide et astucieuse

2 2

On a : Intermédiaire = (n +1)* + nL—H <(m*+2n+1)+ nZ— 0

=n®+3n+1
<nP+4n+4=(n+2)> = Final Fini

Méthode classique

2 2

On a : Final — Inter = (n +2)° — [(n+1)2+ nr—i—l} =2n+3 - nT—L&—I
_@n+3)(n+1)—n?
B n+1
2
_n"+5n+3
" Bas>0 >0
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) On trouve
’ ’
Ve, f’(m):[arctan(l—’_x)} :(1+a:> 1 s == 1 .
1-— 1—z/ 14 (Lii) 1+z
. 1
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) Simplifier % puis justifier que : % < 3
k k




Ona:

n!
U1 ﬁ(kil) o (k+D)(n—k—1)! 1n—k
WG T Tk
kl'(n—k)!
On a
G_ _ L ug l_ln—k_n(k—i—l)—Z(n—k)_n(k—1)+2k>0
P ™ T2 nk+1 n(k+ 1) T T ak+1l © 0 ek
Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. Ona
- - 2(n+1) (_1)k+1 - 2n (—1)k+1
An+1 an = A L
k=1 k=1
.
S 2n+1 0 2n4-2
k=2n+1 k=2n+1
B 1
T @2n+1)(2n+2)
2. Ona
2(n+1) 1 2n 1
bui=bu= D> 1= > 3
k=n-+2 k=n+1
2n
-1 1 1 1 1
T axi 2 (%7E) M
—_ k=n+2 L 1 L 1
k=n+1 k=2n+1 k=2n+1
1 1 1
= + -
2n+1 2n+2 n+1

1
2(n+ 1)(2n + 1)

3. La récurrence est facile car Vn € N*| ant1 — an = bpt1 — by,



