MPSI DM 3 Somme. Lundi 29 septembre.

, & 3k +1
Exercice 1. [Correction] On considére la suite (uy)ncn définie par:Vn € N, u, = Zln (;)
k=1

1. Montrer que : Vz € Ry, In(1 + z)

<.
o 2
En déduire que : Vn € N, u,, < 3

2. Etudier la monotonie de la suite (u,,)nen. La suite (uy,)nen converge-t-elle?
. k
Exercice 2. [Correction] On considére la suite (S,,) définie par : Vn e N, S, = E sin (2)
n
k=1

1. Montrer que : Vn € N, de <nt

k=1
™ a3
2. On admet que : Vx € [0, 5] T <sin(z) < z
1 1 1
Montrer que : Vn € N, nyl_ L < S, < nt
2n 6n? 2n

3. En déduire que la suite (S,,) converge et déterminer sa limite.

4. On va démontrer 'encadrement admis.

(a) Justifier que : Vz € {0, g} , sin(z) < x

23
3 6
Indication : Etudier une fonction et dériver suffisamment

(b) Démontrer que : Vz € {O, g} , T — < sin(x)

n

Exercice 3. [Correction] On considére la suite (s,,) définie par: so =2 et VneN, s,41 =1+ H Sk
k=0

1. Généralités
(a) Calculer sq, s2 et s3.
(b) Montrer que : Vn €N, 8,11 =52 — 5, + 1.
(c) Montrer que : Vn €N, s, > 2.

2. Une somme

. 1 1
(a) Pour tout n, simplifier P —

N
(b) En déduire une simplification de Z I/Sk
k=0

o0 ) N
(c) En déduire la valeur 221/5,C ' im Zl/sk

N—o0
k=0 k=0



Facultatif et plus difficile.

Exercice 4. [Correction] L'inégalité de Holder.

Commentaires

La question 1 : Un gros calcul.
La question 2 n'est pas si dur MAIS il faut manipuler utiliser Q1 et les V.A.
La question 3 difficile.

Soit n € N* et (1, .., Tp, Y1, - Yn) € R*™.
1 1
Soit (p,q) € (Ri)g telsque —+ - =1
p q
1. Soient (a,b) € (Ri)Q, démontrer que le minimum sur R’ de la fonction

til/q tl/p
h:t— a? —— 4+ b? —— vaut ab.
p q

t’l/q
p

Zil?z' Yi| < (Z |$i|p> <Z|yv|q>
i=1 i=1 i=1

Remarque : avec p = q = 2, cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. En déduire que pour tout ¢t > 0 : <

n
sz’yi

=1

n tl/p n
ozl — >yl
i=1 q i=1

3. En déduire I'inégalité de Holder :




Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Montrer que : Vo € Ry, In(1+2) < .
La fonction z — In(1 + z) est concave sur R, ainsi Vo € R4, In(1+z) < &

Tangente

wl o

En déduire que : Vn € N, u, <

> Pour tout k € {1,2,...,n}

k
1 1 1 1
onaln(33—:)—111<1+3k><3,C carg—k>0

> On somme l'inégalité de k =1 a k =n,

n

Ainsi un =3 sin (57) <3 o
k=1 k=1
< (lek> -1 avec 1 =1/3
k=0

1—0Ontt
S—7—g !
1_(1/3)n+171

1-(1/3)

1-0 3 1 2
ST T2 'Ta%s

2. Etudier la monotonie de la suite (un)nen. La suite (un)nen converge-t-elle?

Pour tout n € N, on a

n+1 n
1 1
Up4+1 — Up = E sin (37) — E sin (37)
k=1 k=1

. 1 . 1 ™
= sin (W) =sin(0) >0 carO = FrE=) € [0, 5}

La suite (un)nen est donc croissante.

. 2
La suite (un)nen croissante et majorée par 3

Wil

Donc la suite (un)nen converge vers £ <



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Montrer que : Vn € N, Zk?’ <n’.

k=1
"Facile" par récurrence.
1 1 1
2. Montrer que : Vn € N, n+vl 1 <8, < nt
2n 6n? 2n

> Pour tout k € {1,2,...,n}. On applique I'encadrement admis avec z = X/,,2 on a bien n € [0, g]

(fn?)’

ainsi % i — < sin (%) < %

> On somme de k =1 a k = n ainsi

k=1 k=1
—
Gauche Droite
De plus
. "k 1 1nn+1l) n+1
Droite = Z {nz} = ﬁZk = = o
k=1 k=1
[k K] 1< l ~~3_n+1 1 , n+1 1
Gauche =3 [n‘sn} = L G L e = T
k=1 k=1 k=1
3. En déduire que la suite (S, ) converge et déterminer sa limite.
. .on+1 1 .on+1 1 1
On a facilement nan;o =3 et nh_}rrgo o B 3

. Vo Lo . 1
Conclusion : d’aprés le théoréeme des 2 gendarmes, la suite (S,) converge vers —.
23

4. Démontrer que : Vx € [0, g} , T — 6

< sin(z)
23
On étudie la fonction h : ¢ — sin(z) — |z — —

> La fonction h est dérivable sur ¥ = {0, g}

>Vaec 2, " (z) =sin(z) >0
> On fait plein de bo tableau

q , h(z) > 0 Fini

Conclusion : Vx € {O, 5



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Généralités
(a) Onasy =3, so=7Tetsg=43.
(b) Montrer que : Vn € N, sp41 = $2 —sn+ 1.

n
Pour tout n, on a spy1 =1+ H Sk
k=0
=1+ 505152...8n—-15n
Orsgp1 =1+ HE:O Sk
Donc on a s, =1+ s5058182...8n—1
On ré-organise, ainsi $9$152...Sn—1 = Sp, — 1
:1+(sn71)sn:sifsn+1
(c) Montrer que : Vn €N, s, > 2.
On fait par récurrence Heps : Sp = 2
Initiation n =1
Comme u; =3 > 2, H 1~ est vraie

Hérédité. On suppose H<pn>

On va montrer Hep41>, CaD up41 > 2

On a: sn+172:sifsn+lf2
= si — S, — 1
=0°-0-1
On va étudier le signe du trinéme 0% — 0 — 1
Comme A = (—1)® —4(1)(=1) =5 > 0,

1 1-—
le trinbme admet 2 racines dans R, r = +2\/5 ~1lbetr= 2\/5 <0
Et on a la factorisation 0° — 0 —1=1 (0 —r) (D — r') et le bd tableau
O —00 r’ r 2 —00
sgn
2 _0—1 + — + +

Conclusion : Comme s, > 2 (d’aprés Hep>), on a spq1 — 2 > 0.
Donc H<py1> est vraie. Fini

Autre solution pour I'hérédité - on a uny1 = s5 — Sn 4+ 1 = h(u,) avec h: z—> 2> —x + 1
On vérifie facilement que la fonction h : & — 2° — x + 1 est croissante sur [2, +00]

Ainsi on a
Up = 2

>
la fonction h est croissante sur [2, +00] } = lun) 2 h(2)

Conclusion : u, 11 = h(u,) > h(2) =2° =241 =23 >2. Donc He,y1> est vraie.

2. Une somme

(a) Pour tout n, simplifier LI ! Pour tout n, on a
Sn — 1 Snt1 — 1
1 11 1
S — 1 _Sn+171 T s —1 (s2 —sp,+1)—1

1 1
sm—1 Sn (8n — 1)

_ sp—1

" sn(sn—1)
1




N
(b) En déduire une simplification de Z 1/, On télescope, ainsi

k=0
N N 1 1
1 — _
Z/Sn Z[sn—l 5n+1_1
n=0 n=0
1 1
So — 1 SN+1 — 1
oo N
o 1 d;f . 1
(c) En déduire la valeur Z /s A}gnx /s
k=0 k=0
De plus lim sy = o0 oups j'avais oublié de le faire démontrer
N — oo
n—1
Onaeneffet s, =1+ [[sx>1+22.2=142" — 0
n—r o0
k=0
N
Conclusion on a lim /g = L _ 1t _ 1
N—soo SnTsg—1 2—1

n=0



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

Soit n € N* et (21, .., Tn, Y1, ..., yn) € R*".

Soit (p,q) € (R%)? tels que 1 + 1_ 1
p q

. . . t
1. Démontrer que le minimum sur R’ de la fonction h : t — o —— + b7

71/(1 tl/p
—— vaut ab.

La fonction f est dérivable sur 2 = R}, et

=1 1 =1 _4 1_4
Viso, W)= Llaptl ppe | o p Tttt T el
dt P q q

D'ou le tableau

@ 0 @ [y
—af + b7t 0 +
sgn h' - 0 +
+00
m

Ainsi le minimum m de de la fonction h vaut

-1

=1 1
(L) BT (B
ba p q

—P _ 49 P
aPaa ba ar bIbP
+

q
=ab<1—|—1>:ab
p q

n

til/q n tl/P n
2. En déduire que pour tout ¢t > 0 : TiYi| < xiP 4+ — yil?
Sen|< Gt S S
=1 =1 =1
n n
Avec I'inégalité triangulaire, on a Zml yi| < Z |3 | |yil
=1 =1

Pour tout t > 0 et tout 7 € {1,2,...,n},

On utilise la fonction h avec a = |z;| et b = |y;|
—1

1
t tp
Ainsi on a |z:| |y:| = ab < h(t) = |z4|? 7“ + |yt

Puis on sommedei=1ai=n

Ainsi tout t > 0 : Zwlyl < ’ \m¢|p+§ Zlyi\q

i=1 i=1

1 1
n n ) n q
3. En déduire I'inégalité de Holder : Zx il < (me) (Z |yiq>

i=1



n

L'inégalité précédent assure que g x; yi| est un minorant sur R}

=1
1
n P

n
pour fonction h avec a = Z |zi|P et b= Z lys|?
i—1 i=1

Or le minimum de la fonction h est ab, ainsi on a

E

1
q

10

n

n n
in yi| <ab= Z |zi|” Z lyil®
i=1 i=1

=1



