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Trigo
Exercice 1. Soitn>2etx ¢ ] ;T g[
0 ide | bres P, P, T
n considere, pour n > 2, les nombres = H cos (2k) et g, = sin (2n)
k=2
1. Calculer g,41 en fonction de g,
1

2. En déduire que : Vn > 2, P,

sin(0J)
(]

= on- 1Sln(2n)

3. On admet que lim . Déterminer lim P,.
O0—o0 n—r+00

Exercice 2. [Correction] Soitn > 2 et z E} ; 72T[

On considére, pour n > 2, les nombres P,, = H cos (2 ) et g, = P, sin (27;)
k=2
1

2n—1gin (2%)

. En déduire que : Vn > 2, P, =
sin([7)
O

. 2
1. Simplifier e
sin «

. Déterminer hm P,.
77.—> (o]

2. On admet que lim
0—o0

Exercice 3. [Correction] Soitn > 2 et x 6} 727 ;T[
On consideére, pour n > 2, les nombres P,, = H cos ( ul ) et = P, sin ( il )
p 1 o In = o
1

1. Montrer, par récurrence, que : Vn >2, P, = ———
P . 2”_1sin(%)

< |:|
2. On admet que lim M Déterminer hm P,.
O0—o0 O n——+o00

Exercice 4. [Correction] Une jolie formule

. 2
> Justifier que : cos% = g

> Démontrer par récurrence que Sin > 2,

2+\/ ..... +\f—2c05— llya (n—1) symboles /...



Arc-Trigo

Exercice 5. Les questions sont indépendantes.

1
1. Soit € R*. Simplifier arctan(z) + arctan < >
x

2. Montrer que : V x € [—1, 1], arccos(x) + arcsin(z) = g
1
3. Démontrer que : V z € [0,1], arcsin/z = Z + 3 arcsin (2x — 1)

4. Montrer que : Vz > 0, < arctan(z)

X
1422
Exercice 6. [Correction] On va montrer, de deux maniéres différentes, que :

VpeN, arctan(p+ 1) — arctan(p) = arctan | ——
p (p+1) (p) (1+p+p2)

1. Méthode 1. A I'aide d'une étude de fonction, montrer |'égalité.

2. Méthode 2. Soit p € N. Je note : A = arctan ( ) et B = arctan(p + 1) — arctan(p).

L+p+p?
1

Montrer que A et B sont des solutions de I'équation tan(X) = o772
prp

Encadrer A et B. Conclure.

n
3. Application : Simplifier puis calculer la limite quand n — oo de : S, = Zarctan <

;)
i T+ k+k

Exercice 7. [Correction] On considére la fonction h : @ — arcsin(x) + arcsin (\/ 1-— :c2)
1. Déterminer 7 et 7'

2. Calculer et simplifier A’

3. En déduire une expression simplifiée de h(z)
Suite classique d’ordre 2

Exercice 8. [Correction]

1. Soit n € N. Montrer par récurrence qu’il existe deux entiers a,, et b, tels que

(2+ \/§)n = an + by /3.

On exprimera a,11 et b, 41 en fonction de a,, et b,.
Calculer ag, by, et ay,b;.

2. Montrer que la suite (a,,) vérifie une relation de récurrence d’ordre 2.
En déduire a,, en fonction de n.

3. Montrer que Vn, a2 —3b2 = 1.
En déduire qu'il existe Ny € N* tel que : (2 + \/5) =+/Nog++/Ng—1



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Ona . .
sin 2« 2sin acos «
- = - = 2cos a.
sin a sin a

C'est les dominos multiplicatifs

= ..Dominos.. = 1 sy __ 1 L
= .. = on+1 gin 27:12 - on+1 gip 27112
. 1 , . . . T
2. Ona lim P, =———, c'est une Fl avec sin(0) donc va utiliser I'approximation linéaire.
n—+o0 oo sin(0)
1 1
lim P,= lm —— = lim ——
nooe " T S e 20t gin (32) | nevioe 27F 0+ o)
. 1 1 2
= hm pon pes = W = —
n——+oo s s
3 ¢ (2)
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Récurrence
1
2. Ona lim P, = ———, c'est une Fl avec sin(0) donc va utiliser I'approximation linéaire.
n—+4oo oo sin(0)
1 1
lim P,= lim ——— = lm —————
n—-+oo n—+oo 2n+1 gin (27?75;2 ) oo 2" + o(0)]
. 1 1 2
= lim p- — :?/2:7
n—+oo o
3 7O (2)

Solution de I'exercice 4 (Enoncé) On fait pat récurrence

L'initialisation est facile, on fait I'hérédité.

— Hn)y=Hn+1)?
On suppose H (n),

\/2 + \/2 +V2+ V... +V2 \/2 + (lci on reconnait H (n))

/ I
242 —
+ 2 cos on

Intermédiaire

= .. formule trigo (duplication) .... = Final



Solution de I'exercice 6 (Enoncé) 1. On va montrer, de deux maniéres différentes, que :

VpeN, arctan(p+ 1) — arctan —arctan | ————
pEN, (p+1) (p) <1+p+p2)

(a) Méthode 1. On étudie la fonction h définie par I'expression

h:x v+ f(x) = arctan(x 4+ 1) — arctan(z) — arctan (m)

La fonction est dérivable sur 2’ = R

VreR, h(z) = % arctan(z + 1) — arctan(z) — arctan (Tl—i—x?ﬂ

TR S| 7{ 1 }/ 1
I+(1+2)2 1+ (x)? Ll+a+a? 1+( 1 )2
1+z+ 22

1 1 -1 1

:1+(1+m)2_1+w2_(1+2m)(1+1‘+x2)21 ( 1 )2
1+ 2+ 22

1 1 n 142z
242z +22 1422 14+ (1+z+22)?

-1 -2z 1+ 2z
2+2x+22)(1+22) 1+ 1Q+z+2?)?
Or on remarque que : (2 + 2z + 2°)(1 +2°) = ---

etl+(1+z+2°)7>=...

=0

D’ou le tableau

g (x) 0
g(x)

La fonction est constante sur R et h(0) = --- = 0 donc la fonction h est nulle sur R.

(b) Méthode 2. Je note : A = arctan < ) et B = arctan(p + 1) — arctan(p).

1
1+p+p?
Rappel : On sait arctan(a) est une solution de I'équation tan(z) = a
Ainsi ainsi : Va € R, tan(arctan(a)) = a.

1

> On atan(4) = ——.

(4) 1+p+p?

- 1 1)—1 1
> De méme, on a tan(B) = tan(z — y) = tanz —tany _ [+ /p:
1+tanxtany 1_ 1 1+p+p2
(p+1)p
1

Donc A et B sont solutions de I'équation tan(X) = e
pTp

. . . . T
> De plus la fonction Arc-tangente est croissante et impaire, on a donc 0 < arctan(p) < arctan(p + 1) < 3

Ainsi0<A<g et 0<B<g
> Enfin on sait que les solution de I'équation tan(X) = m sont de la forme X = Xy mod [n].
1

T liptp?
Conclusion : A =B

Donc sur [0, g} I’équation tan(X) admet une unique solution.

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) calcul et simplification de f’



On a

Vee?, flz)= %[arcsin'(m)] + %[arcsin V1=

:¥+[M}' L

VI—a? - (V-2
1 1 1
= 71 _71‘2 + (_233) 2\/1 — 2 \/1 — (1 — xz)
1 1 T

TVl —22 V12222

__ L =
V1 —a? ||
On discute selon le signe de z.
Sizx €9 etx>0, alors|v|=+xet f(x)=0

1
Vv1—x2

Sizx €9 etx<0,, alors|z|=—xzet f(x)=2 = 2arcsin’(z)



Solution de I’exercice 8 (Enoncé)
1. On démontre par récurrence

n

H (n): ‘ Il existe deux entiers a, et bytels que (2 + \/3) = an + b V3.

On a (24 v/3)% =1 je choisis ag = 1 et by =0

Hérédité Je suppose que H<,> est vrai.

. +1
On veut trouver a,+1 et b,+1 entier tel que (2 + \/g)n = ant1 + bny1V3

On veut avoir
(2+V3)" = (24 V3)" (2+ V3)
On utilise H (n)
= (an +bnV3) (24 V3)

= [2an + 3by] + V3 [an + 2bs]
Je choisis an+1 = 2ay, + 3by, et by+1 = an + 2b,, et ce sont bien des entiers!!!

De plus
(2+v3)' =1=ar=1etby=0

1
(2+V3) =24+V3=>a1=2eth =1
2. On sait que by,4+1 = an + 2b,. On va utiliser I'autre relation de récurrence pour calculer b, est b,+1 en fonction des termes

de la suite (an)

Un+1 = 2apn + 3bn, = by = ...
et
n+2 = 20n+1 + 3bn+1 = bpt1 = ...
L'égalité bpy1 = an + 2b,, devient ( aprés simplification ) an42 — 4an+1 + an = 0.

3. La suite (an) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Equation caractéristique.

On doit résoudre X* —4X +1 = 0.
Aprés calcul,on trouve que : Les racines sont 2 + V3et2— 3.

On sait d'aprés la théorie des suites, qu'il existe 2 scalaires X et p tq
anz)\(2+\/§)n+u(2—\/§)n pour tout n € N.

On a sait de plus que
ao:1:>)\—|—,u:1
ainsiA:u:%
a=2=X(2+V3) +p(2-V3) =2

Conclusion : a, = % (2 + \/3)“ —+ % (2 - \/§)n pour tout n € N.

4. On fait par récurrence (1 étage) : Hepn> : (an)2 — ?;(bn)2 =1.
On en déduit que
(2+V3)" =an+baV3
Or an, by, sont >0
= Vl@n)? + /3 (b.)?
Or (an)2 — B(bn)2 =1
= Vi@ + a1
=+vVNo++vVNyo—1 avec Ny = (an)2




