MPSI DM 5 Préparation. Longsome MPSI.

L’exercice 1 : C’est 'objectif donc a faire. Je le donne chaque année et plusieurs fois en DS et DM, niveau moyen.
La derniére question 3.b n’est pas essentielle (c’est une limite et on n’a pas fait les limites)

L’exercice 2 :
> Partie 1 : Tres classique, niveau moyen a faire.
> Partie 2 : moyen plus/difficile moins. trés facultatif
> Partie 3 : Difficile treés, trés facultatif

Exercice 1. [Correction] On considére la fonction de la variable réelle
.
—z? t2
D:z+— D(z)=¢e /edt
0
2
Pour tout/chaque = € R, la fonction ¢ — e" est continue sur [0, 2]
—_—

x
2
donc |'intégra|e/ e'” dt se calcule. Conclusion (admise) : la fonction D est définie sur 2 = R.
0

1. Etudier la parité de D, CaD calculer D(—zx) en fonction de de D(x)

2. Prouver que : Vz € RT, ze ™ < D(z) < z.
3. Ordre de grandeur de D(z) quand z — oo.

z z2 z? z 42
(a) Montrer que : Vz € R, / e dt = e—x - de + §/ £ _at.
1 1

2 423 4 4 t4
et
(b) Soit la fonction h : ¢ T
i. Montrer que h est croissante sur [1, +oo[
x
ii. En déduire que : Vz € [1,+oo], / —dt —/ t2
1
A N tTdt
iii. A l'aide du théoreme des gendarmes, montrer qu¢ —5—— —— 0
x

(c) Déduire de ce qui précéde que : I'expression 2z D(z) tend vers 1 quand z — co.

Exercice 2. [Correction] L'objectif de ce probléme est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. Inégalité de Hardy

n n

Vn € N, Vai,...,an € R}, g mgg =
PR .

ag
k=1 k=1

Partie I : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Augustin Louis Cauchy (mathématicien francais, 1789-1857), Hermann Amandus Schwarz (mathématicien allemand, 1843-1921)

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et x1,...,Zn, Y1, ..., Yn sont des nombres réels quelconques.
On va de démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, CaD

2 n n
V (@1, Ty Y1, y0) € R, Zﬂckyk <[ Doar) [ Dowk
k=1 k=1

1. Montrer que I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie lorsque 1 =22 = -+ =z, = 0.

2. On suppose que les réels x1, ..,y sont non tous nuls ainsi un (ou plus) des zj, n'est pas nul.
n

On considére la fonction P définie par Vt € R, P(t) = Z (zrt+yr)?
k=1
(a) Montrer que P est un polynéme de degré 2 et déterminer ses coefficients.
(b) Montrer que : Vz € R, P(z) > 0. En déduire I'inégalité.
(c) Bonus : A-t-on utilisé I'hypothese : les réels 1, .., z, sont non tous nuls?



Partie II : Inégalité de Hardy

Godfrey Harold Hardy (1877-1947, mathématicien britannique)

Soient n € N* et ay,...,a, des nombres réels strictement positifs. Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose :
k
Sk=a1+--~+ak=Zap
p=1

1. Un exemple. Dans cette question uniquement, on suppose que : Vk € {1,2,...,n}, ar = k(k + 1)
(a) Pour tout k € {1,2,...,n}, calculer Sk.

n

1
(b) Calculer la somme
Qg
k=1
n n
k 1
(c) Montrer alors que :Z — <2 =
ai + -+ ag ak
k=1 k=1
‘ On revient ici au cas général : a1, ..., a, désignent des nombres réels strictement positifs quelconques.

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :

Vi € {1,2,...,n}, (’“(’fz“))

N

() (%)

2

k
4
3. En déduire que : Vk € {1,2,...,n}, Sﬁ < W E ;Z—
k

n

2 n
4. Montrer alors que : kz o Z <ap kz ’M)
=p

n k n n
Attention : Pour faire ce calcul, il faut utiliser/admettre que sans modifier le plateau, on a : (Z ..... ) = Z <Z ......

2 ot
k(k+1)2 ~ k2 (k+1)2
6. En déduire I'inégalité de Hardy.

5. Justifier que : Vk € N*,

Partie III : Optimalité de la constante 2 dans ’inégalité de Hardy

Le but de cette derniere partie est de démontrer que :
la constante 2 du membre de droite de I'inégalité de Hardy est optimale.

On considére ici un nombre réel A € R vérifiant la propriété suivante :

n n

k 1
¥n €N Var,...,an €RL, Y ————— <A —
k:1a1+---+ak k:lak

L'objectif est de montrer qu’on a nécessairement A > 2
n

Pour tout n € N*, on considere : H,, =

e

k=1

—
/N
—
_|_
ol
N———

1. Montrer que : Vn € N*, e >

=
Il
i

2. En déduire que H,, —— +o0.

n——+oo
3. En considérant la suite (ax),, définie par : Vk € N*, a; = k.
Montrer que A > 2



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Ona f(—z) = e / e dt.
0

On fait le changement de variable u = —t

T s T,
Ainsi on obtient / et dt = f/ e du.
0 0

AinsiVz € 9, f(—x) = —f(x). La fonction f est donc impaire.

2. Pour tour x > 0.
>Vtelo,z], ® <e

2 22
<e

> On intégre I'inégalité sur [0, z]

. . t2 51)2
Ainsi z < e dt<x.e
0

2
On en déduit I'encadrement en multipliant par e”* > 0.
T 42
3. (a) Ipp en partant de / %dt
1
t

(b) Soit la fonction h : t %.

i. La fonction h est dérivable sur 2 = [1, 0.

De plus V¢ > 1, f'(t) el _ettoe o 0
u = | — = =
P - t ()2 >0 o
cart>1
Donc la fonction est croissante sur l'intervalle 2.
ii. Soitx > 1,0n a
et2 et2 1 1 1
>Vt el z], i h(t2)t—2 < h(xQ)t—Q car la fonction h est croissante et t* < 2
> On intégre 'inégalité sur [1, z]
T 42 T T z2
1 1 -1
Ainsi [ Sodt< [ h(z®)dt = h(z?) Sdt =T
1 t 1 t 1 t T x
| I |
1 z—-1
=1——=
T T
T €t2 dt
tit e 161
iii. On a facilement Quotient = pett _ 1 2t = poszb Z,f >0
Gros et positif
/2t
2
e’ r—1
tit 2 2(x — 1
Ainsi OgQuotient:peZ <L = (1‘2 )
Gros e x
/22— —
——0

Ainsi le théoréme des gendarmes assure que Quotient —— 0
r—0o0

z x z2 z 42
(c) Le Texte dit implicitement de remp/acer/1 e dt par 627 + Zm3 - % + 2/1 t—4dt.

On va le faire dans D(z) puis dans 22D (z),

2 ! 2 ® 2
D(z)=e e dt+ e dt
0 1

2 2 42
g2 e’ e’ 3e 3 et
=e (Konstcmte + o + yrciaiy + Z/l t—4dt
g L L Be e 3 e [T
B 20 4ad 4 4 Lt
. a2 2 3¢ _,2 3 L2 [Tt
Ainsi 2z D(z) = K2z e +1+ W T 1¢ +Z 2z e tTdt
—0 —_ —_ L ! 1
rreo o0 0 s 00 0 —0 voir ci dessus Q3b.iii

Conclusion : 2z D(z) — 1.

Tr— 00



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

Partie I : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Augustin Louis Cauchy (mathématicien francais, 1789-1857), Hermann Amandus Schwarz (mathématicien allemand, 1843-1921)

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et x1,...,Zn, y1,...,Yyn sont des nombres réels quelconques.
On va de démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, CaD

n 2 n n
(1o gt ) € B (zmkyg < (z) (&)
k=1 k=1 k=1

1. On suppose que 1 = x2 = --- = T, = 0, aisnsi on a

n 2 n 2
> (Z xkyk> = <Z Oyk> =02=0
k=1 k=1

(54) (32) - (5] (59) -0 (59)

Donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie.

2. Montrer que I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie lorsque 1 = 2 = --- =z, = 0.

> OnaP(t) = (Zd) t* 42 (Z:ckyk> t+ (Zyi)

P est bien un poly de degré 2.

n

> Comme P(t) = E [2nt+yu])® =0
—
k=1 >0
P est un poly de degré 2, toujours positif.

n n n 2
Conclusion : A < 0, CaD (Zﬁ) (Zyi) - (Z xkyk> <0
k=1 k=1

k=1
Donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie.

L'hypothése "les réels x1, .., z, sont non tous nuls" est utilisé pour justifier que P est vraiment de degré 2 (et pas
de seulement de degré < 2)

Partie II : Inégalité de Hardy

Godfrey Harold Hardy (1877-1947, mathématicien britannique)

Soient n € N* et ay,...,a, des nombres réels strictement positifs. Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose :
k
Sk:a1+"'+akzzap
p=1

1. Un exemple. Dans cette question uniquement, on suppose que : Vk € {1,2,...,n}, ar = k(k+ 1)
(a) Pour tout k € {1,2,...,n}, On a

k k k
B . Ck(k+1)Q2k+1) | k(k+1)  k(k+1) (2k+1 k(k+ 1) (k+2)
Sum Yoty 3+ 3= MEEUELD ML) KbLYD (3t ) it ke
p=1 p=1 p=1
(b) On a
1 1 1 1 1 n+2
i _— —_—— | =1 - —— =
a kE(k+1) Z[k k—l—l} n+1 n+1
k=1 k=1 k=1
. k B k B 3
(c) On a pour tout n,k € N*, T T FEIDGTD C GEDGLD)
3
R k RN 3 o 1 (S| 1 7 3n
Ams';alJr---Jrak_k_l (k+1)(k+2)_3 _1k+1_k+2_ [§_n+2}_n+2



n+2 3n 2(n +2)? — 3n(n + 1) n?+n+1

Comme 2 - = = >0
n+l n+2 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
- k 1
donc dans cette situation particuliére, on a bien : Z — <2 —
ai + -+ ag ag
k=1 k=1
On revient ici au cas général : a1, ..., a, désignent des nombres réels strictement positifs quelconques.
2. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec z, = a, > 0 et y, = a£ > 0, ainsi
P
k 2 k ko
p p
) < Ll
p=1 p=1 p=1
k 2 k 2 2
k(k+1
Comme <Z ap X i) = (Zp) = <(2+)) , on a l'inégalité.
p=1 p=1
3. Pour k €{1,2,....,n}, on a
2 k
k(k+1)\" K (k+1)° 2
(M) —EEE < (3 ) (S
p=1 p=1
=S
k 4 P
p
D vk 1,2, ... — < —
onc S { ) &y 7”}7 Sk k(k"‘ 1)2 Zl ap
p=
4. On somme l'inégalité précédentede k=1 a k =n, on a
n k n k n 4 k 2
- = A = L
Rt T E= s 3
k=1 k=1 k=1 p=1
n k r 4 27
p
< - =
2.2 |
k=1p=1 b -
On intervertit les sommes ainsi on a
n n r 4 p2'
< [
= ZZ kE(k+1)2ap
p=1 k=p - -
n n r 4 p2-
< Ll
= ZZ E(k+1)2a,
p=1 k=p - e
n 2 n
P 4
< £
(23 [t
p=1 k=p
5. Pour tout k£ € N*, on a
11 2 (kD) K -2k 1 >0
k2 (k+1)2|  k(k+1)2 k2(k +1)2 T k2(k+1)2

) - 2 ~[1 1
6. Avec un télescopage, on a kz m < kz LCQ — W] = 1? - m < z?
=P =P

Ainsi on peut poursuivre le calcul précédent

=p
> (53)
< P
1 ap p
~\ 1
<2 —
ap
p=1

Donc I'inégalité de Hardy est vraie.



Partie III : Optimalité de la constante 2 dans I’inégalité de Hardy

Le but de cette derniére partie est de démontrer que :
la constante 2 du membre de droite de I'inégalité de Hardy est optimale.

On considére ici un nombre réel \ € R vérifiant la propriété suivante :
n n

* * k 1
Vn € N*,Va,...,a, € R}, ng)\ o
k=1 k=1

L'objectif est de montrer qu'on a nécessairement \ > 2.
Pour tout n € N*, on considére : H,, = i 1
' . n — k
k=1
. 1
: x  Hp 1
1. Montrer que : Vn € N°, e >g<1+k>
=1

Attention : Il faudra utiliser I'inégalité de convexité :Vx € R, e > 1+ x

efln = exp (i i)

Pour n € N*, on a

k=1
e (1)
k=1
On utilise I'inégalié de convexité avec x = % >0
16+
=1

2. En déduire que H,, ——— +o0.

n—-+oo
- 1\ Tp/k+1\ 23 n+l n+l
OnaletélescopageH(1+—):H(i)sz... = =n4+1
b k P k 12 n 1
. - 1
Ainsi Vn € N7, H">H(1+E):n+1

k=1

Conclusion : H,, ——— +o00.
n—-+oo

3. En considérant la suite (ax), ., définie par : Vk € N*, ax = k. Montrer que A > 2.

On suppose que : Yk € N, ar = k. Ainsi on a

N1 1
DIt
k=1 k=1

E(k+1
>a1+...+ak:1+2+...+k:¥
- k ok "9 =1 1
D = = =92 - =2 n — 1
°”C2a1+...+ak Z k(k+1) k+1 P +n+1 u]
k=1 k=1 2 k=1 p=2 p=1
L'inégalité En k< En L Devient
ai + -+ ag ak
k=1 k=1
Q[Hu ]QH
n n+1 ] X n
p=1
1 1
— 21+ —— — — | <A

On regarde quand n — oo, ainsi on a 2 < A



