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Lundi 13 Octobre.

Exercice 1. [Correction] On considére la fonction f définie par
fl@)=zln(z) 4+ (1 —z)In(1 — 2)

1
1. Montrer que le graphe de la fonction f admet la droite x = 3 pour axe de symétrie.
2. Déterminer Z, I'ensemble de définition et &', I'ensemble de dérivabilité de la fonction f.
Déterminer et simplifier f'.
3. Variation.

, Ve s " X T .. .
> Résoudre |'inégalité : 1—2 > 1. En déduire les variations de la fonction f.
T

> On admet que : I:llir18+ [OIn(0)] = 0, en déduire les limites aux borne de 2.
—

4. En déduire, sur 2, un encadrement de 2% (1 — x)*~*

1
Exercice 2. [Correction] Soit n,k € N avec k € {1,..,n}. On considere u, = — (Z)
n

1
1. Simplifier Skt puis justifier que : Sietl < -
Uk Uk 2

1\ A1

2. En déduire que : Vk € {1,2,...,n}, ux < (2> .

1 n
3. Application : Montrer, en utilisant la formule du bindme et Q2, que : Vn € N, (1 + ) <3
n

Exercice 3. [Correction] On considére la suite (A,,) définie par

VneN, An:H<1+:2)

1. Montrer que : Vx >0, 1+ x < e”.

2. En déduire un majorant pour la suite (4,), CaD déterminer K tel que Vn e N*, A, < K

Exercice 4. [Correction] Soit n > 2 et x1,...,z, € R}

On note
> G = Vz 2.0y = (11 xg...xn)l/", c'est la moyenne géométrique

1< e R 2 e
> M = —Zxk =1 | c'est la moyenne arithmétique.
n & n

Le but de I'exercice est de démontrer I'inégalité arithmético-géométrique, CaD

N 1+ a0+ -+
G <M, CiD Yoy zgm, < ATzt o
n

1. Montrer que : V2 >0, In(z) <z —1

2. Vérifier que : Z (x—]\; — 1) =0
k=1

3. A l'aide des questions précédentes, montrer que : G < M



Exercice 5. [Correction] Pour tout n € N*, on considére S,, = Z(—l)k_l(%)
k=1

n+1 (n+1) _ (n)
1. Montrer que, pour tout n € N*, S;,11 — S, = Z(—l)kil% On convient que (nil) =0
k=1

2. Montrer que : Vn,k € N, avec 0 < k< n

00)-0) -5 ()

3. En déduire que : Vn e N*, S,,1 — S, = ——
n+1

"1
4. Mont 2 S, = —
ontrer que ;k‘

Exercice 6. [Correction] On considére la suite (I,,) définie par

1
Vn €N, In:/ Y
o L+tn

1. Calculer Iy et I. Calculer I; avec le changement de variable u =1+ ¢

2. Montrer que la suite (I,) croissante, CaD Pour tout n € N, déterminer le signe de 1,411,

1 tn+1

1
3. Montrer que : Vn € N, Inzi—/o T

dt. Remarque : Ce n'est pas une IPP.

tn-‘rl

dt —— 0.
1+¢tn n—00

1
4. Montrer, a I'aide d'un encadrement, que : /
0

Que peut-on en déduire?

5. En peu plus précis.

1 n+1 1
t In2 2
a ontrer que : Vn € N, p= 2 tln(1+4+¢t") dt
M v N —d
o 1+t 0

n n

(b) Montrer que : V& >0, In(14+2) <z

1
puis montrer, a |'aide d'un encadrement, que : / tln(14+t") dt —— 0
0 n—oo

1
(c) En déduire la limite, quand n — oo, de : n (In - 2)



Exercice 7. [Correction] On considére la suite (.S,,) définie par
VneN* S —i: (k)"
) n — n
k=1
1. Monotonie. Soit n € N*

1
n considere la fonction n : x —— (n + n x —nln E.
a) On considére la fonction & Din (25 1
n+1 n

Montrer que la fonction h est positive sur [1,n].

n 1 n+1
(b) En déduire que : Vk € {1,...,n}, (i) < <k+ )

n+1
puis que la suite (S,,) est monotone.

2. Majoration.
(a) Montrer que : Vz >0, In(z) <z —1

(b) En déduire que : Vk € {0,1,...,n}, (i) < ek,

(c) En déduire que la suite (.S,,) est majorée par

e
e—1



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

. . 1 .
1. Montrer que le graphe de la fonction f admet la droite z = 3 pour axe de symétrie.

Comme f (% — h> =..etf (% + h) = ..., on a bien égalité. Ce qui conclut.

2. Déterminer &, I'ensemble de définition et 2’, I'ensemble de dérivabilité de la fonction f.

. J x>0
On peut calculer le nombre f(z) Ssi { l—z>0

Donc la fonction f est définie sur 2 =0, 1]
De plus la fonction f est fabriquée avec les fonctions classiques et les opérations usuelles,
ainsi la fonction f est dérivable sur 2’ = 2.
Déterminer et simplifier f'.

OnaVze g, f/(x):ln(x)_ln(l_x):hl(lfw)

> 1. En déduire les variations de la fonction f.

3. Résoudre I'inégalité : T
On a

T >1e= L 130
1—=x 1—x

2¢ — 1 >
1—x
On fait un bé tableau de signe

1
T - — 1
[e%¢) 3 +o0o
2 — 1 _ 0 n I _
1—2x

= xe[l 1[
27

)>0<:> I 21(2)3:6[%,1[

/ T
: >
Ona: f'(x) 0<:>ln(1 T

—x
Préciser les limites aux borne de ¥

On a
lim f(z) = lim (zln(z)+(1—2z)In(1—2))=04+0=0
z—0t z—0t
et lim f(z) =0 a cause de la symétrie.
rz—1—
Ainsi on a le tableau

1
T 0 5 1
0 0
(@) \ /
—1n(2)

4. En déduire, sur 2, un encadrement de z* (1 — z)" "
Pour tout z € @, on a CL‘Z (1 _ I)lfz _ ezln(z)e(lf’z) In(1—x) _ emln(z)ﬁ»(lfz) In(1—x) _ ef(z)

Le tableau de variation assure que : Vo € 2, —1In(2) < f(z) <0,
AinsionaVze 2, e ™ <a® (1—2)""" < ¢
—_ | .
=1/2 =1
= . . 1
Solution de I’exercice 2 (Enoncé) 1. Simplifier UZH puis justifier que : % < 3
k k
Ona:
n!
Uk4+1 nk1+1 (kzl) . n* (k+D!(n—k-1)! ln —k
ur ,le(Z) T opktl n! T nk+1
El(n — k)!
On a
G 1wy 1 1n-k _ nk+1)-2n—k)  nk-1)+2k
P=3 wup 2 nk+1 n(k+1) T onk+1)

20 carkx1




1 k—1
2. En déduire que : Vk € {1,2,....,n}, ur < (5) .

A la mode geo ou récurrence
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

1. Facile : Différence avec ¢® — 1 = e* — ¢° OU BIEN étude de fonction.
2. On va majorer le produit A,,.
> Pour tout k € {1,2,...,n}

k K
(1 + 72) < enZ On utilise Q1 avec z = k/n” > 0.
n

> On "produise" de k=1ak=n

n

Ainsi An:H<1+%) <ﬁen%

k=1 k=1
1 2 n_
g 6n2 en2 en2
| N | I Y R |
1424---4n
<e n2
n(n+1)
<on (=)
n+1 n+n
< exp(i) gexp( ):61
2n 2n
I |

Attention ¢a dépend de n



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Montrer que : V>0, In(z) <z —1

On étudie sur R la fonction h: z — = — 1 — In(z)

2. Vérifier que : Z (% — 1) =0

k=1

On a

n n

(ﬁ _ 1) _1
M M
k=1 k=1

Tk — l=—nM—-n=0

k=1

3. On applique Q1 avec L 1, puis on somme de k =1 a k = n, ainsi

M

n

Y () <X G -1) =0



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. A cause de la convention, ( " ) =0
n+1

o e () e, ()
ainsi S, = Z(—l) = Z(_l) -

k=1 k=1
On a donc
S )N ()
k—1\ k k—1\k
Swir = Sn =Y (~D)FTIRE =N (1)
k=1 k=1
On regroupe les sommes
— n+1(_1)k—1 (":1) B (Z)
k=1 k
2. Ona
L|fn+1) (n\|_1 (n+1)!  (n)
k k k)| k|k(n+1-Fk)! kl(n—k)
L [ ey
T EE(n—K)!|(n+1-k)
_1 (n)! k
CkE(n—K)!|(n+1-k)
_ (n)! 1 (n+1)! 1 n+1
T Em+l1-k)! nt+lkln+l-kK! n+1\ k
3. On a donc
S (") = ()
_ k=1 \ k& k
Snir = Su =y (~1) g
k=1
n+1
_ k-1 (n+1
- ()
k=1
1 n+1
= Nk
T+l Z( b
k=1
n+1
-1 Nk -1 ntl 1
n—l—ll (=1) -i-]n+1[(1 b 1] n+1
k=0 k=0

On a maintenant

Sn_s’nflzl
n
1
Sn—l_sn—Q—n_l
52—51—1



On somme les égalités et on simplifie ainsi

1
Sn—Slz E

k=2

n
k=2 k=2

| =

| =
Il

>

Il

-

T =

Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On considére la suite (I,,) définie par

1
In:/ —
L T+t

1. Ona
1 t 1
Iy = —dt = Monome dt
o 11 0
1 1
t
Io =/ th:/ D oat
o 1+t 0 N
1 t 1
I = ——dt = [Décomposition en élémént simple] dt
o 1+t 0
2. Ona

1 -
= L,;} dt
, L1+t 14¢n

[ e,
0

1+ ) (1 + )

1r g _tn+1
:/ t T dt
o 1+ttt (1 +1t7)

! 1—t
- i dt
/0 i (1+t"+1)(1+t")}

n 1—t
Or {t.t (EYEOREeD)

] est >0 sur [0,1]

donc l'intégrale est > 0 Fini



1
3. Ona/ tdt:....:l.Ainsi on a
o 2

1 1 ,n+1 1 1 n+1
[ [
2 ), T+t ; L 1+t
1r n+1
L P
o L 14tn

1r ny _ 4n+l1
/ t(1+t")—t &t
o L 1+tn

1
! ]dt:[n
o LIT+tm

Sy

4. On a
g+l gntl

—— <
1+t 140
On intégre I'inégalité sur [0, 1]

Site[0,1], 0< ="t

1 1 el
Ainsi 0 < I, — = < dt
2 o 1+t

1 n+2 1
t 1
< | "Tdt = =
= /0 [n+2] n-+ 2

0

P 1
— 0, on a avec le théoréme des deux gendarmes [, — —.
n + 2 n—-+oo n—-+oo

Comme Majoration =
5. En peu plus précis.

(a) On fait une IPP

A finir
1+x
(b) On utilise les intégrales avec In (1 +z) =In(1+z) —Inl = / n dt
1

(c) On va montrer que :

TOS n— oo

. 1
Quotient = Petit _ / tln(1+1¢") dt —— 0
9 0

On utilise I'inégalité précédente,
ainsit € [0,1], 0<tln (1 +¢") < t.t"
On intégre I'inégalité sur [0, 1]

1 1
Ona 0</ tln(1+t”)dt</ ™ dt
0 0

el
= n+20_n—|—2

1
Avec le théoréme des 2 gendarmes / tln(1+¢") dt —— 0. Fini.
0

n—oo




Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
1. Monotonie. Soit n € N*

(a) Etude de fonction et tableau de signe.

(b) Pour tout k € {1,...,n}. Comme la fonction In est croissante, on a

n n+1 n n+1
() <G) =) «nGH)
n n+1 n n+1

<= h(k) > OFini

OnaSpy1—S,=---20
2. Majoration.
(a) On étudie la fonction h: . — (z — 1) — In(z)
(b) Pour tout k € {0,1,...,n}, on a

(’“)” — e In(/n) ¢ n(+/n=1) _ gk
(c) On a

k—n
&

=S =
n

n

-
=
3




