MPSI DM 6 Lundi 03 Novembre.

Pour démontrer une inégalité, il y a les méthodes "premiers pas" et "le second temps de la valse"
les méthodes "premiers pas" il y a pleins de possibilités
> Valeurs Absolues
> Somme et/ou intégrale
> Convexité
> Transfert
> W, G-p, récurrence-fonction
"le second temps de la valse". il y a deux possibilités
> Je chemine jusqu’a ... et on utilise I'inégalité .....
> J’applique l'inégalité précédente avec © = - -+ € Pomaine, ainsi on a ...

Application : Dans I'exercice suivant, les questions Qlb, Qlc, Qle, Q2d, Q2e
se font avec le "le second temps de la valse" et j'applique.

Exercice 1. L'objectif de ce probléme est de démontrer, de deux maniére différentes, I'inégalité Nesbitt :

u v w 3
v 0 > -
wv,w > ’v+w+u+w+u+v 2

Dans toute la suite, on considére fixés u, v, w trois réels strictement positifs.

1. Démonstration via Inégalité arithmético-harmonique : Soit a,b,c > 0. On note

b
> M(a,b,c) = %, leur moyenne arithmétique
3
> H(a,b,c) = +——— . leur moyenne harmonique.
atete

(a

Montrer que : Vz,y € R, 22y < 2 + y2.
<

)
(b) En déduire : Ya,b,c > 0, 2abe < a’b+ bc’.
(c) En déduire que : Ya,b,c > 0, 9abc < (a+ b+ c)(ab+ bc + ac).
(d) Simplifier (CaD FFB) H(a,b,c)

et déduire des questions précédentes I'inégalité arithmético-harmonique, CaD H(a,b,c) < M(a,b, c).

(e) En appliquant I'inégalité arithmético-harmonique & u + v, u + w et v + w, montrer I'inégalité de Nesbitt.

2. Démonstration via Inégalité arithmético-géométrique : Soit a,b,c > 0. On note

b
> M(a,b,c) = %, leur moyenne arithmétique
> G(a,b,c) = Vabe, leur moyenne géométrique.

(a) Montrer que : Yy € [0;1], y(1 —y)* < %
(b) Soit y €]0;1[. Déterminer le maximum de la fonction f,, définie sur [0;1 — y] par :

Vo € 01— y], fy(x) = —y2® + y(1 — y)z

(c) En déduire que, si x,y, z sont trois réels strictement positifs tels que z +y + z = 1, alors : zyz < o7

(d) En appliquant I'inégalité précédente a x =

a c

= ty— —
a+b+c’y a+b+ce * a+b+c
montrer |'inégalité arithmético-géométrique CaD G(a,b,c) < M(a, b, c).

(e) En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique deux fois & des nombres bien choisis (difficile), montrer que :

((U—l-v)'l-(v'f"w)"‘(u"_w))(u—l}—v+v—61-w+u‘|1'w> =Y

et en déduire une nouvelle preuve de I'inégalité de Nesbitt.



Exercice 2. [Correction] On considére la suite de Fibonacci, notée (F),) définie par :
Fo=0, Fi=1etVn >0, Foyo=Foi1+ F,

1. Montrer que : VneNetn>5, F,>n.
En déduire la limite de la suite (F},)

2. Montrer, a I'aide d'une récurrence simple, que : Vn € N, F,, Fi,4o — F3+1 = (—1)”+1

Remarque : I'hérédité n'est pas si facile que ca.

2n

1 1 1
3. Pour tout n € N, on note A = arctan (—) et B = arctan + arctan
F oy Fonyo
(a) Calculer : tan(A) et tan(B). En déduire que tan(A) = tan(B)
Peut-on en conclure que A = B?
(b) Justifier que : A et B appartiennent a }0, g {
Peut-on maintenant conclure que A = B?

Conclusion : Vn € N, arctan (i> = arctan ! + arctan !
: ’ Fon/) Font1 Fonga

" 1 s 1
4. Montrer que : Vn € N arctan = — — arctan
q ’ kz—o (F2k+1> 2 (F2n+2)

5. En déduire que : arctan = —
d ; (F2k+1) 2




1. Récurrence double plutét facile.

2. Récurrence simple plutdt délicate

3. Calculer : tan(A) et tan(B). En déduire que tan(A) = tan(B)
On a

car arctan(a) est une sol de I'eq tan(X) =

1 1
)) _ Fony1 + Fon42 F2n+1 +F2n+2
1

> tan(A) = tan (arctan (%)) = Fin

1 1
> Et tan(B) = tan | arctan + arctan
Font Fonga

1 Fong1 + Fongo
Fon Fopny1Fony2 —1
Fony1Fonye — 1 — FonFoni1 — FonFony2

1 1
Fony1 Fony2

N Fonyp1Fonge —1

Ainsi tan(A) — tan(B) =

_ Fonpa (Fons1 + Fon) — 1 — FopFopq1 — [—1 + F22n+1] 0

Peut-on en conclure que A = B?
NON, tan(A) = tan(B) /= A = B. Par exemple tan(0) = tan(m) =0et 0 # 7

4. Justifier que : A et B appartiennent a }O, g[

On sait que arctan est croissante et arctan(0) < arctan(l) < —, ainsi
L ] L ]

=0

vl 3

Il
LS5

1 1
>Ona0<F—2ndonc0<arctan(F—2n)<g

1 m
Conclusion : 0 < A = arct Q—)<f
onclusion arctan an 2

1 1 1 T
——— < 1 donc 0 < arctan < arctan < =
Fonyo  Fonia = (F2n+2> = <F2n+1> 4

1 1 s
Conclusion : 0 < B = arctan + arctan < =
(F2n+2> (F2n+l) 2

Peut-on maintenant conclure que A = B?

OUI!!'! Comme tan(A) =tan(B) et 0 < A, B < g, on a bien A= B

>0nal<

5. Télescopage ou récurrence.

= 1 o 1 T
6. Comme F,, —— 0o, on a: arctan = lim arctan = —
s S (1) < (S (1)) <

k=0 k=0




