MPSI DM 6

Lundi 03 Novembre.

Pour démontrer une inégalité, il y a les méthodes "premiers pas" et "le second temps de la valse"
les méthodes "premiers pas" il y a pleins de possibilités
> Valeurs Absolues
> Somme et/ou intégrale
> Convexité
> Transfert
> W, G-p, récurrence-fonction
"le second temps de la valse". il y a deuz possibilités
> Je chemine jusqu’a ... et on utilise I'inégalité .....
> J’applique l'inégalité précédente avec x = - -+ € Dymaine, ainsi on a ...

Application : Dans 'exercice suivant, les questions Q1b, Qlc, Qle, Q2d, Q2e
se font avec le "le second temps de la valse" et j'applique.

Exercice 1. [Correction] L'objectif de ce probléme est de démontrer, de deux maniére différentes, I'inégalité Nesbitt :

u v w
+ + Z
v+w u4+w u+4wv 2

| o

Yu,v,w >0,

Dans toute la suite, on considére fixés u, v, w trois réels strictement positifs.

1. Démonstration via Inégalité arithmético-harmonique : Soit a, b, ¢ > 0. On note

b
> M(a,b,c) = u, leur moyenne arithmétique
3
> H(a,b,c) = +—— . leur moyenne harmonique.
a b T
(a) Montrer que : Vz,y € R, 2zy < 2% + ¢%
(b) En déduire : Va,b,c > 0, 2abc < a®b + bc?.
(c) En déduire que : Ya,b,c > 0, 9abc < (a + b+ ¢)(ab+ be + ac).
(d) Simplifier (Cab FFB) H(a,b,c)

et déduire des questions précédentes I'inégalité arithmético-harmonique, CaD H(a,b,c) < M(a,b,¢).

(e) En appliquant I'inégalité arithmético-harmonique a u + v, u + w et v + w, montrer I'inégalité de Nesbitt.

2. Démonstration via Inégalité arithmético-géométrique : Soit a,b, ¢ > 0. On note

b
> M(a,b,c) = %, leur moyenne arithmétique

> G(a,b,c) = Vabe, leur moyenne géométrique.
(a) Montrer que : Vy € [0;1], y(1 —y)? < 7
(b) Soit y €]0;1[. Déterminer le maximum de la fonction f, définie sur [0;1 — y] par :

Vo € [0;1—y], fy(2) = —ya® + y(1 — y)x

1

(c) En déduire que, si z,y, z sont trois réels strictement positifs tels que z + y + z = 1, alors : zyz < —.

a

Y = etz = ——+-—,
at+b+ec a+b+ec a+b+c
montrer |'inégalité arithmético-géométrique CaD G(a,b,c) < M(a,b,c).

(d) En appliquant l'inégalité précédente a x =

27

(e) En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique deux fois a des nombres bien choisis (difficile), montrer que :

((u+v) + (v+w) + (u+w)) (uiv+v—|1—w+u-|1-w> =Y

et en déduire une nouvelle preuve de I'inégalité de Nesbitt.



Exercice 2. [Correction] On considére la suite de Fibonacci, notée (F},) définie par :

Fo=0,Fi=1etVn>20, Foyo=F,11+F,

1. Montrer que : VneNetn>5, F, >n.
En déduire la limite de la suite (F},)

2. Montrer, a I'aide d'une récurrence simple, que : Vn € N, F, F, o — Fr | = (—1)"*!

Remarque : I'hérédité n’est pas si facile que ca.
1 1
3. Pour tout n € N*, on note A = arctan (> et B = arctan < > + arctan ( >
Fa, Fonia Fopyo

(a) Calculer : tan(A) et tan(B). En déduire que tan(A) = tan(B)
Peut-on en conclure que A = B7?
(b) Justifier que : A et B appartiennent a ]O, g{

Peut-on maintenant conclure que A = B?

. " 1 1 1
Conclusion : Vn € N*, arctan = arctan + arctan
FQn F27L+1 F2n+2

= 1 s 1
4. Montrer que : Vn € N, arctan < ) = — —arctan ( )
kZ:O Fop1 2 Fonto

> 1 s
5. En déduire que : arctan ( ) ==
kzzo Fopy1 2



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Démonstration via Inégalité arithmético-harmonique : Soit a,b,c > 0. On note

b
> M(a,b,c) = M, leur moyenne arithmétique

3 .
T, leur moyenne harmonique.

> H(a,b,c) = ———
o T

(a) Montrer que : Y,y € R, 2zy < z° 4 y°.
Pour tout z,y € R,ona:G—p=2"4+9° —2zy=(z—9)> >0
Conclusion : L'inégalité est vraie
(b) En déduire : Va,b,c > 0, 2abc < a’b + b
Pour tout a,b,c > 0, j'applique I'inégalité précédente avec z = a.Vb et y = Vb
Ainsi on a : 2.a.Vb.c.V/b < I(a.\/g)2 + (c.\/g)zl
—2abc T
Conclusion : L’inégalité est vraie
(c) En déduire que : Va,b,c >0, 9abc < (a+ b+ ¢)(ab+ be + ac).
Pour tout a,b,¢ > 0, on a : (a + b+ ¢)(ab+ be + ac) = 3abe + a’b+ ba® + b*c + ¢b® + b*a + ac®

Je développe car dans les questions précédentes, c'est plutét développé

On vient de démontrer question précédente Q1b que : Pour tout (1,0, O > 0, on a 20000 < 00 + © 02,

ainsi 2abc < a?b + bc?
et aussi 2abc < b2c + ca®
et encore 2abc < ca+ ab?

Conclusion : (a 4+ b+ ¢)(ab+ bc + ac) = 3abc + Ia2b + chI + IbQC + cl)2I + Ib2a + (162I > 9abc

>2abc >2abc >2abc

(d) Simplifier (CaD FFB) H(a,b,c)

3 3

Ona: H(a,b,c) = l+%+l = ab+b’:+cz

_ 3abc

T ab+be+cz

En déduire des questions précédentes |'inégalité arithmético-harmonique, CaD H(a, b,c) < M (a, b, c).
a+b+c 3abc
G—p=M - H = —
Ona:G-—p (a,b,c) (a,b,c) 3 P "
= (a+b+c)abtbe+cz) — 9abe > 0 voir inégalité précédente
ab + bc + cz

(e) En appliquant I'inégalité arithmético-harmonique & v + v, u + w et v + w, montrer I'inégalité de Nesbitt.
Pour tout u,v,w € R, j'applique I'inégalité arithmético-harmonique avecu+v >0, u+w >0 et v+ w > 0,

ainsion a: — f) I <(u—&-v)—i—(v—;w)—&—(w—ku):g(u_’_v_’_w)
u—+v + vtw + w—Hu
1 1 1
On ré-organise, ainsi g < (u—i—v p—— w+u) (u+v+w)

On développe a droite, ainsi :
w U u

1 1 1
=1 1
(u+v+v+w+w+u)(u+v+w) Jru-l—vJr Jrv+w+ Jrw+v

9 3
> -3="=
2 2

U U
u—+v v+ w w—+v

Conclusion :

2. Démonstration via Inégalité arithmético-géométrique : Soit a, b, c > 0. On note

b
> M(a,b,c) = %, leur moyenne arithmétique
> G(a,b,c) = V/abe, leur moyenne géométrique.

4
(a) Montrer que : Yy € [0;1], y(1 —y)* < P72

On étudie la fonction h : y — y(1 — y)°



> La fonction h est dérivable sur 2 = [0; 1]
d

>Vye f'ly) =g [y1—9)?] =101 —y)* +y.(-1)2(1 - y)
=(1-y)[1-y) -2y
=1 -y)(1-3y)
> D’ou le bd tableau
T 0 1/3 1
1—y + +
1-3y + 0 -
sgn b/ + 0 -

Conclusion : Yy € [0;1], 0 < y(1 —y)* < ;7
(b) Soit y €]0; 1[. Déterminer le maximum de la fonction f,
On étudie la fonction f,
> La fonction f, est dérivable sur 7 = [0;1 — y]
d
>Vy €D, fyw) = - [-y2” +y(1 —y)a] =y(=22) + y(1 —y) = y[-22 + (1 - )]
> D’oul le b6 tableau

y 0 = 1-y
—2z+(1—-vy) + 0 —
sgn f,, + 0 —

Ty / \

oo (152) () 00 (52)

2
__y(-y® yd-y?

4 2
_y(l—y)?
4
o . . s y(l—y)?
Conclusion : Le maximum de la fonction f, sur [0,1 — y] est égale a =

(c) En déduire que, si x,y, z sont trois réels strictement positifs tels que =z +y + z = 1, alors : zyz < oY

Pour tout x,y, z sont trois réels strictement positifs tels que z +y+ 2z =1, on a
zyz=ay(l —xz —vy) carx+y+z=1
= —yz’ +ay(l—y)

Deplusz€[0,1—y]lcarz>0etx=1—-y—2<1—y
. y1—y)? 1 4 1
Concl : = <= <= = =
onclusion : zyz = fy(x) 7 i o o
| I el
le max de fy D’aprés Q2a
(d) En appliquant I'inégalité précédente a x = P AL ey s et 2z = ﬁ,

b
montrer |'inégalité arithmético-géométrique CaD G(a,b,c) < M(a,b,c).



a = b etz—ésont>0vérifiex+ +z=1
a+b+c'y_a+b—|—c T a+b+c y -

Les nombres x =

Ainsi on sait que x.y.z < €
q NS o7
On transcrit et on ré-organise
4
2 < —
x.y.2 < o7
a b c 1
at+b+catbt+catbtc 27
abe 1
(a+b+c)3 = 27
(a+b+c)? (a+b+c>3
<= a.b.c< =
a0 27 3
—  Vabe = (abe)'/® < atbte
—_ 3
G(a,b,c)
M (a,b,c)

Conclusion : G(a,b,c) < M(a,b,c)
(e) En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique deux fois & des nombres bien choisis (difficile),
1 1 1
t : >9
montrer que ((u+v)+(v+w)+(u+w)) (quv + o + u+w)
> D'une part : on applique l'inégalité arithmético-géométrique aveca =u+v, b=v4+wetc=w+u
(u+v)+ (v+w)+ (u+w)

ainsi (u+v).(v+ w).(w +u) < 3
> D'une part : on applique I'inégalité arithmético-géométrique avec a = , b= etc=
u—+v v+ w w+u
1 1 1
ainsi 1 1 1 u—+v + v4+w + u4w
ut+vvt+w wtu 3

On multiplie les deux inégalités, ainsi on a bien

(utv)+ (w+w) + (utw) ot oe o
3 ’ 3

1<

1 1
Conclusion : On a bi >9
onclusion : On a bien ((u+v)+(v+w u—l—w)(quv v+w+u+w)/
En déduire une nouvelle preuve de I'inégalité de Nesbitt.

. . . 1 1
On développe et ré-organise ((u +v)+(w+w) + (utw ) ( + )
u+ v +w u+w

1 1
En effet :
n effet ((u—l—v)—i—(v—i—w u—|—w)( T U+w+u+w>
+

i taretats)
v+ w u—+w u+v

u v w
Conclusion : 2 >9 Yes!!!
onclusion : 6 + <U+w+u+w+u+v> 9 Yes



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Montrer que :VneNetn>5, F,>n

On fait par récurrence (2 étages) Hens : Fry > n
Initialisation avecn =5etn =26

On a F5 =5 et Fs = 8 donc Hos~ et H.g> sont vraies
Hérédité. On suppose Hepn> et Hepy1>

‘ On va montrer Hepyo>

On a Fn+2 = Fn+1 + F,

On applique Heyn> et Henti1s

> (n+1)+(n)=2m+1
De plus Inter — Final =2n+1—(n+2)=n—1>0carn>5
Conclusion : H<y 42> sont vraie. Yes

En déduire la limite de la suite (F})

Comme Vn > 5, 0na F, >netn— oo, on a (thm de comparaison) F,, —— 0
n— oo

2. Montrer, a I'aide d'une récurrence simple, que : Vn € N, F, Fy4o — FfH = (=)™t
On fait par récurrence Heps @ Fy Frpo — Froyy = (—1)"
Initialisation avec n = 0
OnaFyFo— Ff=0.1-— (1)2 =1et (_1)1+1 =1 donc H.o> est vraie
Hérédité. On suppose Hp>

On va montrer Hepy1s>, CaD Frq1 Frqs — F3+2 = (71)”Jr2

Ona: Foyi Fuys — Fiyo = Fug1 [Fago + Fog] — Fopo

2 2
=Fon+ FagiFrge — Fopo

=F21+ Fage |:Fn+1 - Fn+2j|

= 3+1+Fn+2|:_Fn:| Caan+2:Fn+1+Fn
=~ [Fo Fayz = Fiui]

— _ (_1)n+1 _ (_1)n+2
Conclusion : Hep41> sont vraie. Yes

3. Calculer : tan(A) et tan(B). En déduire que tan(A) = tan(B)
On a

1 1
> tan(A) = tan (arctan (7)) = —— car arctan(a) est une sol de I'eq tan(X) = «
F2n F2n

> Et tan(B) = tan | arctan ! + arctan L
Fons1 Fonyo

1 1
_ Fong1 | Fange _ Fong1 + FPonge
! 1 F F: -1
1 Fonil Tonis 2n+1L'2n+2

1 Fo, Fop,
Ainsi tan(4) — tan(B) = 7 — %

Fony1Fonyo — 1 — FonFoni1 — FonFonya

Font1 (Font1 + Fon) — 1 — Fop Fony1 — [*1 + F22n+1]

=0

Peut-on en conclure que A = B?
NON, tan(A) = tan(B) # A = B. Par exemple tan(0) = tan(m) =0et 0 # 7

4. Justifier que : A et B appartiennent a }0, g[

. . T
On sait que arctan est croissante et arctan(0) < arctan(1l) < )
L ] L ]
=0

, ainsi

el



1
>0nal< F—zn donc 0 < arctan (F—%) <

1
Conclusion : 0 < A = arctan (—) <
F2n
1 1

1 1 ™
< 1 donc 0 < arctan < arctan < —
Fonto  Font1 = <F2n+2> = <F2n+1> 4

1 1 ™
Conclusion : 0 < B = arctan + arctan < =
(F2n+2> (F2n+1) 2

Peut-on maintenant conclure que A = B?
OUI!!'! Comme tan(A) = tan(B) et 0 < A, B < g on a bien A= B

s
2

s

2

>0nal<

. 1 T 1
5. Montrer que : Vn € N, arctan = — — arctan
q kz—o <F2k+1) 2 <F2n+2>

. - 1 1
On va télescoper en utilisant arctan = arctan (—) — arctan
F2n+1 Fs, F2n+2

Attention cette "transformation" n’est pas valide pour k =0

Pour tout n > 0, on a :

Y arctan arctan( ! ) +Z arctan( ! ) — arctan 1
F2k+1 N Iy Fy, Fonq1

k=0 k=1, .

k=0

1 1 1
= arctan (—) -+ arctan (—) — arctan
Fy Iy Fonqo

1
= 2arctan (1) — arctan ( )
Fonta

= g — arctan ( > car arctan (1) = 7/4

2n+42

6. En déduire que : Zarctan <F ! > = g
2k+1

k=0

Comme F,, — 00, on a : lim arctan ( ) = arctan(0) = 0 et

n— oo n—r oo

iarctan ! = lim iarctan L = lim T_ arctan ! -
F2k+1 n— oo F2k+1 n—oo 2 F2n+2 2

k=0 k=0

2n+2




