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1 Les ensembles

1.1 Les éléments.

Nous ne définirons pas rigoureusement la notion d’ensemble, celle-ci sera considérée comme intuitive. Nous nous contenterons

de la « définition » suivante :

Définition 1.

Un ensemble E est une collection d’objets, ceux-ci sont appelés éléments de E.

> Lorsque x est un élément de E, on écrira x € E (se lit « x appartient a E »).

Dans le cas contraire on écrira x ¢ E.

> L'ensemble vide, noté &, n’a pas d’élément

Ainsi x € @ est oups!!!!

> Deux ensembles E et F sont dits égaux

Ssiils ont les mémes éléments, on écrira alors E = F.

> Un ensemble est présenté avec des accolades, CaD {...}.

Théoréeme

les éléments,

Exemples : Faire |'exercice 5

> Dans un ensemble, il n'y a ni ordre, ni de répétition,

CaD{1,3,2,1,1,3} =1{1,2,3}

> Quand on rencontre un ensemble E, il faut savoir ce que cela signifie sur

CabD il faut savoir compléter, x€ E < .................

Par exemples
> Les ensembles de nombre : N, Z, Q, R, C.

> Les ensembles de matrices : 4 (R), 45, (R).

> Les ensembles des fonctions de & a valeurs dans <7, noté ¢ (2, &).
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1.2 Inclusion, Intersection, ...

Définition 2. Opérations sur les ensembles.
Soient A et B deux ensembles

> Linclusion : On dit que A est inclus dans B, noté Ac B,
Ssi tous les éléments de A sont également éléments de B, on a donc

AcB < Vx, [xe A=> x€ B]

Vocabulaire : Quand A c B, on dit que A est une partie de B ou un sous ensemble de B.

Complément : A< B Ssi A est un sous ensemble strict de B, CaD A c B mais B # A.

Pour démontrer que Ac B

On suppose que x € A

‘ On veut démontrer x € B

>Laréunion : On note AU B (se lit « A union B »), 'ensemble que I'on obtient en regroupant les éléments
de A avec ceux de B. On a donc
x€ AUB < x€AouxeB

> Lintersection : On note AN B (se lit « A inter B »), I'’ensemble des éléments communs a A et B. On a donc

X€EANB < xc€AetxeB

> La différence : on note A\B (se lit « A moins B »), 'ensemble des éléments qui sont dans A mais pas
dans B. On a donc
X€A\B < xe€Aetx¢B

Vocabulaire : Lorsque B est une partie de A, CaD B c A, I'ensemble A\B est appelé le complémentaire de B dans A et on le note C4(B) ou €4 (B)

> Le complémentaire : On note %’ (A) ou 6z (A) ou A,
CaD I'ensemble des éléments qui ne sont pas dans A et qui sont dans E.

Théoreéme 3. Lois de Morgan,complémentaire
Soient A, B, C des ensembles.

> Lois de Morgan. L'intersection de distribue sur la réunion et "réciproquement"”
AUBNCO)=(AUB)N(AuC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
> Avec le complémentaire
>SCE(@)=E, =9 et $Cp(€r(A) =A.
>AU%E(A=E et ANn%p(A)=0.

>%6E(ANB)=%65(A)UGE(B) et Gr(AUB)=%E(ANE:(B)

Faites des patatoides et visualiser
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1.3 Les ensembles A x B et P(E).

Définition 4. Les ensembles A x B et P(E).
Les Produit Cartésien Ax Bet Ax A= A®

Soient A et B deux ensembles.
Le produit cartésien de A et B, noté A x B, c’est 'ensemble des couples (x,y) avec x€ Aet y € B.

On adonc
(x,y))EAxB < xc€Aety€eB

Lensemble A x A est noté A”
Remarque : Ne pas confondre parenthese et accolade, couple et ensemble.
> Dans le couple (1,2) l'ordre est important,
CaD (1,2) # (2,1) et il peut y avoir des répétitions, CaD (1,1) # (1).

> Par contre pour les ensembles
{1,2}=1{2,1}, {1, } = {1} er{2,1,1,2} = {2,1} = {1, 2}

De méme on définit A; x...x A et Ax Ax..x A= A"

Lensemble des Parties P(E

Soit E un ensemble.
On a déja vu que A est une partie de E ou un sous ensemble de E Ssi Ac E.

L'ensemble des parties de E est, noté P(E). On a donc

AeP(E) < AcE

La notion est subtile car : & gauche, c’est € et & droite, c’est <

Exemple. Soit E = {1,2}. On va déterminer P(E).
Pour déterminer P(E), il faut décrire P(E).
Comme E a 2 éléments, les parties ou sous ensemble de E ont : soit 0, soit 1, soit 2 éléments.
>Ilyal partie a 0 élément : c’'est &.
>Ilya2 parties a 1 élément : ce sont {1} et {2}.

>Ilyal parties a 2 éléments : c'est E = {1, 2}.

Conclusion : P(E) =< @,{1},{2}, {1,2}
—
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2 Fonction-Injectivité-Surjectivité.

2.1 Lesfonctions.
Définition 5. Définition et propriétés des fonctions.
Soit Z et A deux ensembles.

Une fonction f de & a valeurs dans .2/ est une correspondance
qui, a tous éléments x de Z associe un unique élément de A noté f (x).

Les fonctions numériques sont les fonctions avec 2 c Ret o7 c R.
Les fonctions numériques ont le bonus d’avoir un graphe et ¢a aide.

Attention : les fonctions que I'on étudiera
ne sont pas a priori des fonctions numériques.

Vocabulaire.

> 9, c'est'ensemble de Yépart/ Zéfinition/ Zomaine de la fonction f.
>1'élément f(x) € <7, c’est la fonction f appliquée, évaluée en x.

Exemples autre que numérique.

> Les fonctions "complexes.

2z+3 .
Lafonction h: z— 5 est une fonction définie de C — {!/ } a valeurs dans C

z—1
> La fonction associée a une matrice.

Soit A une matrice de taille n, p.
La fonction associée a la matrice A, c’est la fonction, notée h 4, de 2 = R" a valeurs ./ = RP définie par

VUER", hu(U)=AU

> Opérateur de dérivation.

Onnote >%°(R,R) 'ensemble des fonctions de R a valeurs dans R continue
> €1 (R,R) 'ensemble des fonctions de R 4 valeurs dans R continument dérivable

Lopérateur de dérivation est 'opérateur/fonction, notée D, qui, 2 une fonction f dérivable, associe sa dérivée f’.
OnadoncV fe €' ([R,R), D(f) = f oubien f: €' R,R) — F°(R,R)

f —D(f)=f
A savoir sur des fonctions.

> La fonction f Versus Le nombre f(x)

Ne pas confondre : la fonction f etle nombre f (x)

Vocabulaire : Le nombre f(x) c’est la fonction évaluée/appliquée en Xx.

>Si x =2 alors f(x) = f(2)
et plus généralement : Si x = x’ alors f(x) = f(x)
Vocabulaire : On dit que f(2) c’est 1’image de 2 par la fonction f

> L'ensemble de définition : Le nombre f(O) se calcule SsiOd e

x+1
Exemple : Le nombre f(x) = arcsin 1 se calcule Ssi
V x—

>Pour les propriétés de l’ensemble &/ et la notion d’antécédent, voir la section "Surjectivité"



Chapitre 13-1 : Ensemble, Fonction

Théoréme 6.
Les propriétés de la fonction f s’exprime avec Zomaine, Quantificateur et f(x)

Exemples Soit f une fonction numérique

> On dit que la fonction f est positive I, noté f =0

Ssi
> On dit que la fonction f est croissante sur I, noté f et /
Ssi
> On dit que la fonction f s’annule sur / > On dit que la fonction f ne s’annule pas sur I
> On dit que la fonction f est constante sur [ > On dit que les fonction f et g n'est pas sur [
> On dit que les fonction f et g sont égales sur 1 > On dit que les fonction f et g ne sont pas égales sur I

2.2 Injectivité.

Définition 7. Définition de I'injectivité.
On consideére une fonction f définie de Z a valeurs dans 7.

On dit que la fonction est injective Ssi
V(x,xVe2? [fx)=fx) = x=x]

Attention 3 ne pas confondre:
> la définition de l'injectivité

4N

> et la propriété "naturelle" des fonctions, cap [x=x = fx) = f(x)]

Pour démontrer que la fonction f est injective.

On suppose que f(x) = f(x")

‘ On veut démontrer x = x’

Théoreme 8. Résultats classiques
> Linterprétation/visualisation de 'injectivité avec les graphes

> Soit f et g des fonctions composables

La fonction f est injective
= la composée [go f] est injective
La fonction g est injective
La fonction f est injective
la composée [go f] est injective =
Par contre, on ne sait rien pour la fonction g

> Soit f une fonction de & a valeurs dans .27
Si/Lorsque la fonction f est injective
alors V b e &7, I'équation f(X) = b admet 0 ou 1 solution (dans ).

Application : Par contraposée
Si on trouve by € o7 tel que I'équation f(X) = by admet 2 (ou plus) solutions distinctes dans 2

Alors la fonction f n’est pas injective.
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2.3 Antécédent-Image d’'une fonction-Surjectivité.

Définition 9. Antécédent-Image d’une fonction.
On consideére une fonction f définie de 2 a valeurs dans 7.
> Quand on a dit que la fonction f est a valeurs dans <7,

cela signifie que forcément V x € &, f(x) € &

> On dit que b € &/ admet un antécédent

Ssi /il existe ag € Z tel que /on peut trouver ay € & tel que /on peut écrire/ flag)=b

ainsi un antécédent ay est une solution de 1’équation f(X)=5b

> Limage de la fonction f, noté Im(f),
c’est 'ensemble des éléments b € &7 qui ont un antécédent.

OnadoncbeIm(f) < llexisteae 2tq b= f(a)

<= O0On peut écrire b= f(a)

A retenir.
> b e Im(f) Ssil’équation f(X) = b admet une ou plusieurs solution dans 2.

> b ¢ Im(f) Ssil’équation f(X) = b n’a pas de solution dans 2.

Définition 10. Définition de la surjectivité.
On consideére une fonction f définie de Z a valeurs dans 7.
On dit que la fonction est surjective Ssi Im(f) = o7

On sait que Im(f), c’est 'ensemble des éléments de <7 effectivement atteints par f, on a donc
La fonction f est surjective
Ssi TOUS les éléments de <7 sont effectivement atteints
CaD V y € o7, 3 Xquidépend dey € Z tel que f(x) =y

Théoreme. La fonction f est surjective Ssi
Ssi pour TOUT b € o7, I'équation f(X) = b admet 1 solution ouplus dans 2.

Ssi pour TOUT b € <7, on peut écrire b = f(a)

Théoréme 11. Résultats classiques
> Linterprétation/visualisation de I'injectivité avec les graphes

> La fonction f est surjective
= la composée [go f] est surjective
La fonction g est surjective

La fonction g est surjective
>la composée [go f] est surjective =
Par contre, on ne sait rien pour la fonction f

Exemples
> Les fonctions Sinus est a valeurs dans R mais Im(Sinus) = [-1,1].
La fonction Sinus n’est pas surjective sur R mais est surjective sur [—1;1]

> Les fonctions [X? : x — x°] est a valeurs dans R mais Im([X?]) = [0, +o0l.
La fonction X2 n’est pas surjective sur R mais est surjective sur R

> Les fonctions [X3 X — xs] est a valeurs dans R et Im([Xgl) =R.

La fonction X est surjective sur R.

6/16
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3 Bijection-Bijection Réciproque.
3.1 Bijection.

Définition 12. bijectivité-fonction identité.
Définition de la bijectivité.
On considére une fonction f définie de & a valeurs dans 7.
On dit que la fonction f est bijective de Z sur o/

Ssila fonction f est injective ET surjective.

La fonction identité.
Soit E un ensemble.

La fonction "identité de E", notée idg, est définie par: V x € E, idg(x) = x.

La fonction "identité de E" réalise une bijection de E sur E.

Théoréme 13.

> Linterprétation/visualisation de la bijectivité avec les graphes
> Bijection et Equation.
Soit f une fonction bijective de & sur <7 et b e </

Alors I'équation f(x) = b admet une et une seule solution dans &

> Bijection et composée.soit f et g des fonctions composables
La fonction f est bijective
= Alors la fonction go f est bijective
La fonction g est bijective et [go f]‘l = Contravariant= = o g™

La fonction f est injective
la composée [go f] est bijective =
La fonction g est surjective

> Le Théoreme de la bijection monotone.

Soit f une fonction numérique de ]a, b] a valeurs dans R.

—> Alors la fonction f
réalise une bijection
dela, bl sur Im(f) =] f(a®), f(D)]

f est continue sur ]a, b]
[ eststrict croissante sur ]a, b]

De plus Si m e Im(f) = | f(a®), f()]

alors’équation f(X) = m admet une unique solution dans ]a, b].
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3.2 Bijection réciproque.

Définition 14. Définition et propriétés du nombre ! (b).
Soit f une fonction bijective de & sur <7

) = l'unique solution dans 9

de l'équation f(X)=b
De plus le nombre f~!(b) admet les propriétés suivantes
> f~Y(b) appartient 2 2 et £~} (b) se calcule Ssi b€ of

> f71(b) est une solution I'équation f(X) = bdonc f(f (b)) =b

Théoréme. Pour expliciter la fonction f -1

onutilise: f(x) =y = - <= x=f"1(y).

Théoreme 15. Propriétés naturelles de la fonction bijection réciproque.
On suppose que f est une fonction (numérique) bijective de & sur <7, stric croissante, impaire
Alors la bij rec f7! réalise une bijection de <7 sur &, stric croissante, impaire
On suppose que f est une fonction continue, dérivable et f’ ne s’annule pas
1
= f/ o f—l

Alors la fonction bij rec f~! est continue et dérivable et on a [f -1 ]’

Le graphe de f~! se déduit de celui de f par une symétrie par rapport a la droite y = x.

Exemples : Les couples célebres : bijections - bijection réciproques .

> Le couple : idg, idp. On n’est pas en ¢ ICI
tan # tany, = tany,incipale

sin # siny = sinprincipale

> Le couple : In, exp.

princilale’ [\/X]

> Le couple : [ X?]
> Le couple : tan,, arctan.

> Le couple : siny, arcsin.

Théoréme 16. Evident mais en fait plus subtile.
Soit f une fonction de 2 a valeurs dans <7 et g une fonction de « avaleurs dans 2. On a
gef=idg
= Alors la fonction f est bijective et f! =g
fog=idy

Ce résultat est plus subtile
car il faut absolument les 2 égalités go f = idg et f o g = id pour conclure.

Complément "évident" : Soit f une fonction bijective de 2 sur .« et f~! sa bijection réciproque.
- N ~17-1
> f ! estbijective et [f7!] " = f.

> D’apres le définition de ff1 (b), on a que ff1 (b) est une solution de I'équation f(X)=b
AinsionaVye.o, f(f'(3)=y, celasignifie fof ' =id,

>Comme f ! est bijective, on a de facon symétrique
Vxe?, fHf(x)=x, celasignifie f~'of=idy

8/16
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4 Exercices

—— Manipulation sur les ensembles ——

Exercice 1. Ensemble et patatoide.

1. On suppose que A< B.
Faites des patatoides et visualiser AnB, AUB, A\B et (AUB)\(ANB)

2. On suppose que ANB# Q.
Faites des patatoides et visualiser AnB, AUB, A\B et (AUB)\(ANB)

3. On suppose que ANB=0.
Faites des patatoides et visualiser AnB, AUB, A\B et (AUB)\(ANB)

Exercice 2. Soit E = {x, y,z} un ensemble. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

4. OE€E 7. {x,y}€E 10. ECE
1. xeE 11. E€E
2 WeE b. OcE 8. {x,ylcE
3. {x}cE 6. {J}cE 9. {z,y} c E/{x}

E={1,3,5,7,9,,...}, E={1,10,100,1000,......};, E=Q,E=10,1]

Exercice 4. > "Traduire" les ensembles suivants

{xeR| x*" =1} {u=(x,y,2eR’ | x+y+2=0}
{x€C|x2":1} {u:(x,y,z)E[R3|x+y:0etx—y:0}
{frec| " =-1} {red'®R) | y'+2y=0}
{xec|x=x}

{zeC|lz-11=]z+1l}

> Est-ce que R? cR® ? Est-ce que €' (R,R) c €°®R,R) ?
> Est-ce que I'ensemble des fonctions continues est la réunion des fonctions croissantes et des fonctions décroissantes ?

Exercice 5. [Correction] On considére

£ 1 1
A= etB={— - —
k(k+1) ) kens eet-1,13 n M)y ment

> Recopier et compléter : x€e A < --- et XeEB < ---

> Montrer que : AcB

Exercice 6.

1. Soit E un ensemble et A, B,C des partie/sous-ensemble de E. Montrer que : AUB=ANB < A=B

2. Montrer que AUB=AuC

— BcC
ANnB=AnC

Exercice 7. On considére E, ={1,2,..,n}.
1. On suppose que n =4. Lister tous les éléments de Z(E,)

2. Combien-y-a-t-il de parties de E,, qui ont exactement 0 élément ? Combien qui ont exactement 1 élément?
Combien qui ont exactement 2 éléments ?

Soit k€1{0,1,2,...,n}. Combien-y-a-t-il de parties de E,, qui ont exactement k éléments

3. En déduire qu'il y a exactement 2" parties dans [E,,, CaD que I'ensemble 2(Ey,) admet exactement 2" éléments.
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Injection-Surjection

1
Exercice 8. Soit h:x— x+ —.
X

1. Etudier la fonction & et faire son graphes
2. La fonction h est-elle injective 7 surjective 7 Déterminer Im(h).

3. Déterminer % et o tel que la fonction f réalise une bijection de % sur «%.

Exercice 9. [Correction] Soit la fonction h de R? a valeurs dans R? définie par
h(x,y) = (xe¥,xe™ ).

1. Déterminer les antécédents de (0,0). Que peut-on conclure?
2. Justifier que (—6,6) n'a pas d'antécédent par h. Que peut-on conclure?

3. Trouver des conditions sur a et b pour que (a,b) ait des antécédents. Que peut-on conclure?
Exercice 10. Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? sont-elles surjectives ?

f: RP—R g: RP—R? h R?>— R?
(x,y) —x+y (x,y) — (x+y,x-y) (x,y) — (x+y,x* - %)

Exercice 11. [Correction] On considére les fonctions f et g de N a valeurs dans N définies par

njy Lorsque n est pair
VneN, f(n)=2n et gn= e
- Lorsque n est impair
Autour de f. Autour de g. Calculer
1. Calculer.f(O), fa, f(.2)., f(.3). 1. Calculer.g(O), g(), g(.2)., g(.3). lgo f1(n) et [fogl(n).
2. La fonction f est-elle injective? 2. La fonction g est-elle injective ?
3. Lafonction f est-elle surjective ? 3. Lafonction g est-elle surjective? | Que peut-on conclure?

Exercice 12. [Correction] On considére I'opérateur de dérivation, CaD D: f— D(f) = f’
1. Préciser 9, I'ensemble de définition de I'opérateur D.
2. Est ce que I'opérateur de dérivation est injectif ?
3. Justifier que €° I'ensemble des fonctions continue appartient 3 Im(D) I'image de D.

4. A votre avis, |'opérateur de dérivation est-il surjectif ?

Exercice 13. Soit f, fi,g, g1 des fonctions
1. On suppose que la fonction f est injective.
Montrer que : fog=fog = g=g1
2. On suppose que la fonction g est surjective.
Montrer que : fog=fiocg = f=fi
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——— Bijection-Bijection Reciproque.

Exercice 14. Soient f:E—F, g:F— G et h:F — E trois fonctions.
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1. On suppose que : fohog est une application surjective et que hogo f et go foh sont des fonctions injectives. Montrer

que f,g et h sont bijectives.

2. On suppose que : go f et hog sont des fonctions bijectives. Montrer que f,g et h sont bijectives.

Exercice 15. [Correction] Soit of,%,€,2 quatre ensembles. Soient «f i» 3L
On suppose que go f et hog sont des fonctions bijectives.
1. Justifier sans calcul que g est bijective. On notera g~! la bijection réciproque.

2. Exprimer f a I'aide de deux fonctions bijectives.
Ainsi f est bijective.

3. Montrer que h est bijective.

Exercice 16. [Correction] Soient f,g deux fonction de E a valeurs dans E.
On suppose que :

> fogof=g et gofog=f
> f est injective.
1. Justifier que : g est injective

2. Montrer que : fogofogofog=f.
En déduire que Ve€E, [gofogofogl(e)=e.
3. En déduire que g et f sont bijectives.

€ N 9 trois fonctions.
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5 Compléments

5.1 Fonction indicatrice.

Définition 17. Fonction indicatrice d’'une partie.
Soit E un ensemble et A une partie de E, ainsi AcC E.

La fonction indicatrice de la partie A, notée 1 4 est la fonction de E a valeurs dans {0, 1} définie par

VxeA 14x)=1 et Vx¢A 1ax)=0

5.2 Restriction.

Définition 18. Restriction d'une fonction a une partie.
Soit E un ensemble et E’ une partie de E, ainsi E'cE.
Soit f une fonction de E a valeurs dans <7

La restriction de f a E', notée fip, est la fonction
VxeE, fip(x)=f(x) et Vx¢E, fig(x)=NestPAS défini

T
Exemple. La fonction tan N’est PAS bijective mais tan est bijective de ] ~55 [ sur R
1=7/2,m/2 [

Etla fonction arctan est la bijection réciproque de tan)] xty 5l
2,72

5.3 Image direct et Image réciproque d’une partie.

Définition 19.

Image directe d’'une partie de
On considére une fonction f de & a valeurs dans .27
Soit E ¢ 2 une partie de Z.

Limage directe de E, noté f(E) ou f(E), c’est’ensemble
f(E) ={ye o telquedxe E avecy = f(x)}
= C'est 'ensemble des valeurs atteintes avec les éléments de E

Conclusion : y € f (E) alors on peut écrire y = f(x) avec un certain x € E.

Image réciproque d'une partie de .o/
On considére une fonction f de & a valeurs dans .7
Soit F c o/ une partie de <.

Limage réciproque de F, noté f ' (F) ou f(F), c’est I'ensemble
FHUF) =1{x€e P tel que f(x) € F}

Conclusion : x€ "1 (F) < f(x)€F.
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Correction.

Solution de I'exercice 5 (Enoncé) On a

Il existe e€{-1,1} et ke N*
x€A < x" est de la forme" £ —
k(k+1) o€
k(k+1)

De méme

1l existe n,meN*

Xe€EB <

On va montrer que Ac B.
On suppose que x € A.

1 1
On va montrer que xe B, CaD x= — - —
o o
L. €
Comme x € A, on peut écrire x = avec ¢,ke€...
k(k+1)
De plus on a
£ 1 [1 1
X = =€ =€f|-———
k(k+1) k(k+1) k k+1

k
Je choisis n=—=¢ek et m=¢€e(k+1). lls conviennent.
€
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Solution de I'exercice 9 (Enoncé)
1. Les antécédents de (0,0) sont les solutions de |'équation h(X,Y) = (0,0).
On résout
h(X,Y)=(0,0) <> h(x,y)=(0,0) <= (xe¥,xe ¥)=(0,0)
{ xel =0

xe V=0

Orxe/=0< x=0oue’=0= x=0 et xe V=0 x=0o0ue V=0 x=0

Conclusion : les antécédents de (0,0) sont les (0,y) avec qcq y € R.

Comme |'équation h(X) = (0,0) admet une infinité de solutions la fonction h n’est pas injective.

2. Les antécédents de (6,—6) sont les solutions de I'équation h(X) = (6,—6).
On résout

h(X)=(6,-6) < h(x,y)=(6,-6) < (xe¥,xeY)=(6,-6)

xeV =6
xe V=6

On multiplie les deux équations, ainsi x> =-36<0. Or xR donc c'est absurde!!!
L'équation h(X) = (6,—6) n'a donc pas de solution

Conclusion : (6,—6) n'a pas d'antécédent.

Comme |'équation h(X) = (6,—6) n'a pas de solution, la fonction h n’est pas surjective.
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Solution de I'exercice 11 (Enoncé)
1. Autour de f.
(a) Ona f(0)=0, f(1)=2, f(2)=4.
(b) On suppose que f(n) = f(n)

!/
On veut montrer : n=n

Ona fm=fn) = 2n=2n"= n=n'. Fini.
Donc la fonction f est injective.

(c) On résout I'équation f(X)=1 1
fX)=1 = 2X=1 X=§§Zl\|

Donc I'équation f(X)=1 n'a pas de solution dans N, Donc f n’est pas surjective.

2. Autour de f.

(a) Onag=0,g)=0, g2 =1, gB)=1.
(b) Ona0#1et g0)=g(1)=0
Donc la fonction g n'est pas injective.

(c) Soit beN. On résout I'équation g(X)=b
X =2b est une solution "évidente" de cette équation car g(2b) = (2b)/2=Db
Donc les équations g(X) = b ont toujours des solutions dans N, Donc g est surjective.

3. On a "facilement" : VneN, [gofl(n)=...=n
Donc go f =idy.
4. On a . .
Si n est pair =n
VneNlN, [fog](n):{
Si n est impair =n-1

Donc fog#idy

Solution de I'exercice 12 (Enoncé)

1. On peut calculer D(f) Ssi la fonction f est dérivable.
Donc Z c'est I'ensemble des fonctions dérivables.

2. Non car les fonctions x— x et x+—— x+1 ont la méme dérivée.
Plus généralement les fonctions f et f+ K ont la méme dérivée.

3. On sait (mais on ne I'a pas encore démontré) que si f est une fonction continue alors elle admet des primitives.
Donc f elm(D). Conclusion : On a bien ‘ﬁoclm(D)

Justifier que € I'ensemble des fonctions continue appartient 3 Im(D) I'image de D.

4. Non il existe des fonctions qui n'ont pas de primitives.
Par exemple la fonction "échelon" de la physique n'a pas de primitive.
On démontrera ¢a plus tard car on a besoin du théoréme de prolongement %!

Solution de I'exercice 15 (Enoncé) Soient f:E—F g:F— G et h:G— H trois applications.
On suppose que go f et hog sont des applications bijectives.

1. Ona

go f est bijective = f est injective et g est surjective

hog est bijective = g est injective et h est surjective

Ainsi g est injective et surjective donc bijective.
On notera (gf1 la bijection réciproque.

2. On a facilement
f=(g"eg)or=g"o(gof)
Comme gof et g_1 sont bijective, on sait que f:g_IO(gOf) est bijective.
On notera f_1 la bijection réciproque.
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3. On a facilement
h= ho(gog_lj = (hog)og_l
Comme hog et g_1 sont bijective, on sait que h est bijective.
Solution de I'exercice 16 (Enoncé)

1. Comme gofog=f et f est injective donc g est injective.

2. Onaf=gofog=I(fogoflofog=fogofofog.
Cette égalité signifie que :

VecE, f(ey=[fogofofoglle)=fllgofofoglle)
c'est une égalité de la forme f(0) = f(O")
On applique la définition de f injective avec O=e et O’ =[go fo fogl(e)
Ainsi Ye€ E, e=[gofofoglle)
3. Comme Ye€E, e=[gofofoglle),
on a donc go fofog=idg

Ainsi go fo fog=idg et idp est bijective donc g est surjective! !

Ainsi g est surjective et injective, g est donc bijective.

On termine facilement avec fogo f =g et g bijective donc f est surjective.
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