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Exercice 1. [Correction]

. /3 i t
1. Etude de la suite (u,) définie par : Vn € N, u,, = / sin” ()
0 cos(t)
(a) Déterminer un réel K tel que : Vt € [0,7/3], sin(t) < K <1
2
(b) En déduire que Vn € N, 0 < u,, < %K”

(c) Justifier que la suite (uy,)nen converge vers 0.
n
2. On va maintenant étudier de la suite (S,,) définie par : Vn € N, S, = Zuk

(a) Démontrer que la suite (S,,) est majorée,
CaD Déterminer une constante M tel que Vn € N, S, < M
(b) En déduire que la suite (S,,) converge. On note S sa limite.

Exercice 2. [Correction] Approximation de arctan(a)
Soit @ € )0, 1[. Pour tout n € N, on considere

0,3 a5 a2n+1 n a2k+1
n = . — R _171, 22:—1
@) =a-g gt )2n+1 k=0 )21<;+1
1. Montrer que : Vi € R En (_1)kt2k - ﬂ
' ' ’ 1+
k=0
a t2n+2
2. En dédui - sp(a) — arct — (1) LA
n déduire que : s,(a) — arctan(a) = (—1) /0 e
a $2n+2 q2n+3

3. Montrer que : Vn € N, 0</0 1+t2dt< 3

a2n+3

4. En dédui v N e
n déduire que : Vn € N, M3

Sn(a) — arctan(a)‘ <

5. La suite (sn(a)) converge-t-elle ?

Exercice 3. [Correction] On définit les suites (I,,) et (S,) :

i 11 D" & (-1
I, = tan” d t n=1—- U =
vn €N, /0 an” (z) de et S 3+5 +2n—|—1 2::2k+1

1. Etude de la suite (I,,)
4
(a) Montrer que : Vz € [ } <tan(z) < —x
T
I,

(b) En déduire que : la suite (
2. Etude de la suite (S,,)

(a) Trouver une primitive de (' (0%,

) converge vers 0.

En déduire que : Vk € N, Iogqo + Iop =

2k+1
(b) En déduire par un télescopage que : Vn € N, S, = % + (—=1)"Iop42

(c) La suite (S,,) converge-t-elle ?

Exercice 4. [Correction] On suppose a > 0. Calculer cos(arctan a) et sin(arctan a)



Exercice 5. [Correction]

1. Soit n € N fixé. on considere (Q,, définie par

1
¥neC, Qn(2) = o |(z 4+ — (2= 0"
(a) Un peu de calcul

i. Justifier que @, est un polyndéme de degré 2n, déterminer son coefficient dominant.
Calculer le coefficient de X272

. Est ce que 0 est une racine du polynéme @, ?
ii

. Vérifier que le polyndme Q,,(z) est pair, CaD Vn € C, Q,(—2) = Qn(2)
! " fom 41
. Montrer que : Q,(z) = Z [-]= Z < )(_1)1) ,2n—2p

— o 2p+1

kimpair

=

(b) Factorisation de Q.

i. A I'aide des racines (2n + 1)-iéme de I'unité, déterminer les racines r1, 79, ...., 12, de Qpn
Remarque/Rappel : le nombre de racine est égale au degré

puis exprimer les racines 71,7, .... a I'aide de la fonction Tangente.

ii. En utilisant la périodicité de la fonction Tangente, justifier que r,,+1 = —75,
On admettra les autres égalités, CaD 7,40 = —1,_1,

En déduire que :

On(X) = (2n+1) (X2 — (r1)? ) (X2 — (rn)? ) avec 1 — — 1

km
tan (2n+1 )

(c) En regardant le coefficient de X?"~2 du polyndme Q,,,

n

1 2n—1
montrer que : Z n( n )

2 km a 3
k=1 tan (2n+1>

2. Une limite tres classique.

(a) Montrer que : Vz € }O,g[, sinx < x < tanz.

s 1 1
En dédui : },—[, — < < —— + 1.
n déduire que : Vz € |0 > ol () S22 S tanZ () +

3

(b) On pose pourn > 1, S, =

=

1
ﬁ.
=1
i. A I'aide de I'encadrement précédent et de la question Qlc, construire un encadrement pour S,

.. g ) "1 2
ii. En déduire que : S, = Z e
k=

—r —. Ce résultat a été démontrer par Euler en 1735
n—-+4oo 6



/3 im
Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Etude de la suite (u,) définie par : Vn € N, u, = / SCIES((S) dt
0

(a) Déterminer un réel K tel que :V €[0,7/3], sin(t) < K <1
On a

0<t< X

= sin(0) < sin(t) <sin7/3
La fonction Sinus est croissante sur [0,7/3 |

3
Conclusion : Je choisis K =sin™/3 = % qui convient

(b) En déduire que Vn € N, 0 < un < 2%]{"
sin” (t) < K" o K"

T > T =1
cos(t) S cos(®) S 15 carVt €1[0,7/3], cos(t) = cosT/3 /9

>Vte[0,7/3],onal<

> On integre 'inégalité de t =0at="7/3
(c) Justifier que la suite (un)nen converge vers 0.

C'est le théoréme des 2 gendarmes

2. On va maintenant étudier de la suite (S,,) définie par : Vn €N, S, = Zuk
k=0

(a) Démontrer que la suite (S,,) est majorée, CaD Déterminer une constante M tel que Vn € N, S, < M

On somme l'inégalité Qlb de £k =0 a k = n, ainsi

n n 2
k=0

k=0

B 21 1— Kn+l
3 1-K
2r 1 -0

g —_—
31-K

2 1 —
Ainsi la suite (Sy,) est majorée par M = %%

(b) En déduire que la suite (S,,) converge. On note S sa limite.

n+1 n
On a Sn+1 — Sn = (Z uk> — <Z uk> = Un+1
k=0 k=0

k=n+1

/3 «on+1

t

et Uyt = ST s
o cos(t)

>0 sur [———]
Conclusion : La suite (S;,) est croissante et majorée par M

Donc la suite converge vers £ < M



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

n ) 1— (_t2)n+1
1. Mont :VteR B L e L A
ontrer que : Vt € R, kio( ) e

Pourt € R, on a

n n

k,2k g 1= (=tH"T! 1— (—2)n+!
2D = A = S s e

k=0 k=0
@ y2n+2
2. En déduire que : s, (a) — arctan(a) = (—1)"/ e dt
On intégre I'égalité précédente sur [0, a]
a a
Ainsi / Gauche dt = / Droitedt
0 0
a 3 5 2n+1
a a a

= .= — — 4+ — + - -1\ =

/0 Gauche dt a 3+5+ +(-1) 1

a t2n+2

/ Droitedt = --- = arctan(a) + (—1)"/
0 0

1+¢2 dt

a t2n+2

Ainsi on a Sy (a) = arctan(a) + (—1)"/
0
On ré-organise et c'est Yes!

a t2n+2 a2n+3
3. Montrer que : Vn e N, 0 < dt <
aue ¥ /0 1+2 %S 213

@ ym+2 @ yn+2 u g2n+3
Ona: / dt < / dt = [Pm'mitive}o =
0 0

1+1¢2 dt

1462 140 2n + 3
a2n+3

4. En dédui : N Somt3
n déduire que : Vn € N, 2n + 3

On a

sn(a) — arctan(a)

|sn(a) — arctan(a)| =

a (_t2)n+1
———dt
| 555

Inégalité triangulaire
(—t2 ) n+1

<
| 1575

On simplifie les V.A.

a t2n+2
< dt
= /0 1+¢2

dt

On utilise la question précédente

a2n+3

<
2n+3

5. La suite (sn(a)) converge-t-elle ?

Sn(a)

Avec le théoréme de la distance, on conclut : La suite (sn(a)) converge vers arctan(a)



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Etude de la suite (I,,)

4
(a) Montrer que : Va € [0, %} , 0 <tan(z) < =z
e
4
On étudie sur [0, %} la fonction h :  — —x — tan(x)
™
> La fonction h est dérivable sur [0, %}
™ / 4 2
>Vaz € {O,Z] , hi(z)= - (1+tan (at))

() =0— (1 + tan2(a:)) 2tan(z) >0 sur [0, %}
> Dol le tableau

T 0 @ s
4
sgn h” -
4
——=1>0
h/ E \0
T i .0
sgn b’ + 0 -
0 0 4 .14 4
Rappel:fzg—donc1<f<2
m 3 m

(b) En déduire que : la suite (I,,) converge vers 0.

477/
> Pour tout x € [O, E} , 0<tan”(z) < —a"
™

4
> On intégre I'encadrement de t =03t ="7T/y4

I T yn
Ainsion a0 < I, < / tan" (z) dz < / —a"dx
0 0

n n+1 %
<Lz
™ n+4+1

0
ﬁﬁ’”l 1
a 4ntln 41
< 1

mTn—+1

<<
4

Conclusion : Le théoréme des 2 gendarmes assure que la suite (I,) converge vers 0
2. Etude de la suite (S,)
(a) Trouver une primitive de 0’ ¢,

Da+l
On a facilement O’ O ~~

a—+1

En déduire que : Vk € N, Iopio + Iop = T

T S
Pour tout k € N, on a Ippq2 + I = / tan®2(z) dz + / tan®* (z) dz
0 0




(b) En déduire par un télescopage que : Vn € N, S, = % + (—=1)"I2n42

= ZI(—l)k [L2k+2 + IZk]I
k=0

= [L+ D] + [+ I2] +--

k=1

Zﬂ (—1*
Pour tout n € N, on a S, = -~
— 2k +1
. +I(—1)n [I2n+2 + I2n]

k=n

k=0
Télescopage
=1Io+ (*1)n Iop42

= % + (—1)”]2n+2 car Iy = %

(c¢) La suite (S,) converge-t-elle ?
Ona lim I, =0donc lim Iz,42 =0
n— oo n—oo

Conclusion : La suite (S,) converge vers g Cab ; Q(k +)1 = %



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
Pour simplifier arctan a, il faut utiliser tan(arctana) = a

On suppose a > 0. Calculer cos(arctan a)
De plus on sait que : C? + 5% =1 donc C* +T?C* =1

ainsi C = + Et le signe £ est a déterminer avec le contexte

14772

On a cos(arctana) = £+
1 + tan?(arctan a)

\/ l—ﬁ—a2

De plus ICl arctana € } —g, g [

Donc cos(arctana) > 0 donc c’est &

1
1+ a2

Conclusion : pour tout a, on a cos(arctana) =
p ( ) Tra
Rq On n’a pas eu besoin de I'info a > 0

On suppose a > 0. Calculer sin(arctan a)

De plus on sait que : C* 4+ S =1 donc % +5% =

_— [ T2 . s oz .
ainsi S = £ 1572 Et le signe £ est a déterminer avec le contexte

tan?(arctan a)

On a sin(arctana) = :I:\/

1+ tan?(arctan a)

\/ 1+a2

De plus ICl a > 0 donc arctan a € ]0,

[

N

Donc sin(arctana) > 0 donc c’est &
[ 2

Conclusion : Si/Lorsque a > 0, sin(arctana) =

a2

14+ a2



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

L Ona@u(0) = o [(e+ 9 = (s = )""] = - 20" ] = 2 [i(*)"] = (-1)" £0.

21 21
Donc 0 n’est pas une racine de Q..
2. Ona Qn(—X)="---=Qn(X) donc le polyndme @, est pair.
3. Avec le bindme on a
_ 1 241 2141
Qu () = o [( 4+ 9™ = (= )]
1 2n-+1 9 +1 2n-+1 9 +1
_ 1 n ko \2ndl—k n kg \2n+1-k
—42( . )(z)(z) Z( . )(z)(z) ]

2n+1
_ % Z <2n]:— 1> (Z)2n+1—k(i)k [1 _ (_1)k]

e 1
k=0 = a 0 ou 2 selon parités

1 = o+ 1
_ n 2n+l—k, .k
=5 D ( . )(z) ()2

k=0, kimpair

On ré-indexe avec k = 2p + 1. C'est possible car k est impair

_1 Z 2n+1 2n+1_(2p+1) (i)2p+1
2p+1 [ I

_ Z (271 + 1) l)p Z27L72p
2p+1

Ainsi

. n 2 1
> Sur le plateau p = 0, on lit coefficient de 22 , c'est as, = < n1+ > =2n+1

2 1)(2n)(2n -1
> Sur le plateau p = 1, on lit coefficient de z2"72, c'est as, = — <2n * 1) = 7( nt1)( n)( n )

3 6
4. On résout I'équation @, (z) = 0.

Qn(2)=0 <= (24" —(z—i)*T =0
2n+1
<~ { ) =0
Urtt=1 (A
<= et
H=U (B

> Résolution de (A).

Les solutions sont les racines (2n+1)-iéme de I'unité,
CaD wy = exp (zk ST 1) avec k € {0,..,2n}

> Résolution de (B).
OnaZ +
Y —

Z,:Uk<:>z—|—i =wk (2 —1)
i

S z(1—wg) = —i (14 wk)

Situation wo =1 ‘Situation W1,y Wap £ 1 ‘

Dans cette situation, .
' 2 . ) . 0 _ _—* (1 + wk)
I'équation n’a pas de solution en z. nNaz=reg= 1o avec k € {1,..,2n}

—1 (1 + wk)

Conclusion : On a 2n racines r, = 7
—

avec k € {1,..,2n}



De plus pour tout k € {1,..,2n}, on a

. : 2ikm
—i(ltwe) 2 (1+eXp(2n+1))
Tk = = .
— 2ikm
(1 —ws) 1—exp(2n+1)
km
cos 1
= Argument Moitié = 2"“ = =
sin 2n+1 " tan Tl
5. On remarque que Tp4+1 = —7Tn, T'nt2 = —Tp—1... €LC ... on le justifie en utilisant la 7w-périodicité et I'imparité de tan.

On a maintenant
Qn(X)=02n+ 1) (X —r) (X =r2) . (X —=1rn) (X+7r)(X+r2). . (X+1r)
=C2n+1) (X —r) (X +7r1) .. (X =rn) (X +7n)
=@2n+1) (X2 = (1)?) (X% = (r2)?) .. (X* = (r0)?)

6. Le coefficient de X2 du polynéme @) est égale a

2 n(2n —1
> D’une part avec la question Q2a., il est égale a : —( n+ 1n(2n )

3
> D’autre part avec la factorisation de la question Q5, il est égale a : (2n + 1) [—rf — = ri]
n (2n+1)n(2n—1)
; 1 2 2 s n(2n-1)
Conclusion : —— =71+ . tr, = =
km n
kZ:; tan? (2n+1) 2n+1 3

7. (a) Convexité.
(b) Onsaitque: 0 <a<b<c = 0<a®<b’<c’ ainsi

Vme}o,g[,0<smx<w<tanx

= 0<sin2$<x2<tan2w
1 1

72

= 0<
tan?z

sin®
1 < cos?x +sin? z

= 0< —
tan?z 22 sin?
1 1
== 0 — <1
< tan?z 22 + tan? z
(c) Pour tout k € {1 },alors 0 <3 < Z On applique donc d’aprés I'inégalité précédente avec kr
ur tou oy - iqu i i v
e gy ntl S ppliq p 2 p 1
2 1\? k
cotan ( ) < ( nk;r ) < cotan? (27111) +1
R km n2n—-1) . |
, - s 2 _
On somme I'encadrement précédent de k =1 a k = n et on utilise E cot, (2n T 1) = 3 , ainsi

n(2n—1) (2n+1)2 1 <2n+1)2 n(2n —1)
< — = n <
3 = T ;kQ T & 3 o

(d) On isole Sy, puis utilise le théoréme d’encadrement.




