MPSI DM 8 Lundi 24 Novembre.

Exercice 1. [Correction] La fonction W de Lambert

R — R

Dans tout le sujet, on note f : > -
Tx — ze

On admet que : lim f(z) =+4occet lim f(z)=0
T—>+00 T——00

1. La fonction W.
(a) Justifier que f réalise une bijection de [—1,+oo sur [—e™*, +o0].
Dans toute la suite du sujet, on note W sa bijection réciproque.
(b) Propriétés de la fonction W

Propriétés élémentaires : W(b) = -- -, Bij de ... sur ..., monotonie, parité.
Calculer W (0) et W (e).
Faire sur un méme dessin les graphes des fonctions f est .

(c) Justifier la grande propriété de la fonction W
CaD Vz € & préciser, W(z)e"® =z

(d) Donner les ensemble & de définition/continuité et 2" de dérivabilité de la fonction W

et Justifier (en utilisant Qlc) que : Vx € 2" et x #0, W'(z) = _ W)
x (1 + W(x))
W
(e) On va démontrer que : (z) 1
ln(x) z—>00
i. Justifier que pour tout > 0, W(x) = In(x) — In(W(z)).
ii. En déduire que : pour tout z > e, 0 < In(W(z)) < In(In(z)).
%4 w
iii. Déduire des deux question précédente un encadrement de (2) et conclure que lim (z) =1
In(z) z—+oo In(x)
2. La fonction V
(a) Montrer que f réalise une bijection de | — oo, —1] sur [—6_1,0[.
Dans toute la suite du sujet, on note V' sa bijection réciproque.
(b) Propriétés de la fonction V
Propriétés élémentaires : V(z) = ---, Bij de ... sur ..., monotonie, parité.

Faire sur un méme dessin les graphes des fonctions f est V.

w

. Les équations f(z) = < ze* =g
Faites le graphe de la fonction f
Discuter selon les valeurs 8 € R le nombre de solution de I'équation f(X) = j
et exprimer les solutions a I'aide des fonctions W et V

N

. Application d'une autre équation
On considére a et b deux réels non nuls, et ¢ € R.
On s'intéresse a I'équation (E) : ae” + bx = ¢, d'inconnue x € R.

Montrer que : Vz € R, on a ae” +bx = ¢ < (—x + %) e vh = %ei.

En déduire comment on pourrait résoudre I'équation (E)

5. Application d'une autre-autre équation
Soit « > 0. Justifier qu'il existe un unique réel z € R tel que z = e~ >,

En déduire, pour A € R, comment on pourrait résoudre I'équation I'équation = A, d'inconnue z € R \{1}.

In(x)



Exercices plus difficiles et donc facultatifs

Exercice 2. On considére les opérateurs R et S, définie : par pour toutes les fonctions f : R — R, on pose
R(f):xr— f(z+1) et S(f) :z— f(z—1).

1. Calculer I'image du polyndme X2 + X + 1, CaD calculer R(X? 4+ X + 1)
2. Montrer que : Ro S =idet So R=1id

Conclusion : R réalise une bijection de ...... sur ... et S est sa bij réciproque.

Exercice 3. [Correction] Soient f, g deux fonction de E a valeurs dans E.

On suppose que :
> fogof=g et gofog=/f
> f est injective.

1. Justifier que : g est injective

2. Montrer que : fogo fogo fog=f.
En déduire que Ve € E, [go fogo fog](e) =e.

3. En déduire que g et f sont bijectives.

Exercice 4. On considére A et B deux parties non vides d'un ensemble F.
On consideére la fonction f de Z?(E) a valeurs dans Z(A) x &(B) définie par

VX ePE), f(X)=(XNAXnNB)

1. Caleuler f(E), f(A), f(B), et f(2).

2. Montrer que f est injective si et seulementsi AUB = F.
3. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = &.

4. Dans le cas ol f est bijective, expliciter f~1 la bijection réciproque.



