TD 10 Suite. Mercredi 26 Novembre 2025.

Exercice 1. Soient (F},),y et (Gn),cy les suites définies par

2n 2n—1

1 1
VneN, A, = ZE et Bn:ZE
k=n-+1 k=n

Monotonie

Les filles : Etudier la monotonie de la suite (F},) (et admettre I'autre)

neN
Les Garcons : Etudier la monotonie de la suite (Gy,),,cy (et admettre I'autre)

Montrer que les suites (G,,) et (F,) sont adjacentes.

Exercice 2. [Correction] Soit les suites (c,,) et (s,,) définies par : Vn € N, ¢, = cos(n) et s, =sin(n)

1. On va démontrer que la suite (¢,,) ne converge pas dans R.

On fait un R.A. On suppose que la suite (c,,) converge vers {, i.e. ¢, — £ € R.

n—roo

(a) Calculer ¢;,41 — ¢—1 en fonction de sin(n)
En déduire sinn —— 0. (On admet que sin 1 # 0).
n—r oo
(b) Simplifier s,,+1 — $,,—1. En déduire la valeur de Z.

(c) Trouver une contradiction. Conclure.

2. Démontrer que la suite (¢,) ne diverge pas vers 0o

Conclusion : la suite (¢,,) est chaotique.

2 n

Exercice 3. [Correction] On considere la suite (un)nen définie par : Vn €N, u, = —
n.

1. Justifier que la suite (uy,)nen converge vers £ > 0.

2. On suppose que £ > 0

Un+1

Simplifier . En déduire une absurdité.

Unp
3. Que peut-on conclure?

Exercice 4. [Correction] Soit (x,) et (y,) deux suites réelles tel que Vn € N

Tpt1 = 5 et Ynt1 = 5

On considére la suite complexe de terme général z,, = x,, + i y,.

1. Calculer z,41 en fonction z,.

2. Les suites (z,,), (z), (yn) convergent-elle ?

Exercice 5. [Correction] Soit les suites (c,,) définie par Vn € N, ¢, = cos(n)
On va démontrer avec un RA que la suite (¢,) ne converge pas dans R.

On suppose que la suite (¢, ) converge vers ¢, CaD ¢,, —— ¢ € R.
n— o0
1. Démontrer que : Vn € N, ¢p49 =2 cos(l) cpy1 — cn
En déduire que ¢ = 0.
2. Démontrer que : Vn € N, co, = 203 —1
En déduire une absurdité



Exercice 6. [Correction] Soit (u,) la suite définie par

1
ug > 0etu; >0etVneN, un+2:un+1+ﬁun.

1. Montrer que : Vz € R, 1+ x < e”.
2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Majorée?

(a) Trouver (en utilisant les question 1. et 2.), une majoration du type Vn € N, w, 1 < Ky ty.

(b) En déduire que la suite (u,) est majorée puis qu'elle converge.

Exercice 7. [Correction] Soient (u,) et (v,) les suites définies par 0 < ug < vg

2 2
_ Unp, t _ n
Un+1 = —— € Un+1 =

——— pour tout n € N
Up, + Uy Up + Up

1. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont bien définies et que V n, 0 < u, < vy,.
2. Convergence de (u,) et de (vy,).

Etudier la monotonie des suites.
Les suites convergent-elles ?

On note u et v les limites respective de (u,,) et (v,).

3. On considere la suite (A,,) définie par A,, = v,, — uy,.

(a) Montrer que (A,,) est constante.
(b) En déduire que v > 0.

Strict
(c) Montrer que u =0 et v = vy —ug > 0.



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Un exo sympa.
1. Calculer ¢n41 — cn—1 en fonction de sin(n). En déduire sinn —— 0. (On admet que sin1 # 0).

n—o0
On a
Cnt1 — Cn—1 =cos(n+1) —cos(n —1) =cos(a+b) —cos(a—0b)
= —2sinasinb
= —2.sinn.sin 1
Comme sinl # 0, on a

cos(n+1) —cos(n—1) L—L
—2sin1 nooo —2sinl

Sp = sinn =

2. Simplifier s,4+1 — sn—1. En déduire la valeur de £.
On a
Snt+1 — $Sn—1 =sin(n+1) —sin(n — 1) = ... = 2sin 1 cos n.
Ainsi
sin (n 4+ 1) —sin (n — 1) 0—-0
2sin 1 n—oo —2sinl

cosn =

On a u, — £ et u,, — 0 donc par unicité de la limite £ =0

n— o0 n— oo

3. Trouver une contradiction. Conclure.
Or on sait que ¥ n € N, cos®(n) + sin*(n) = 1,
On regarde ce que devient la relation quand n — oo, CaD

VneN, cp+s,=cos (n)+sin’(n) =1

Etsd —502+0° = A la limite, quand n — oo,
n—oo la relation devient 0% + 0% = 1 OUS
1——1
n—o0

Conclusion : La suite (¢,) ne converge pas dans R.
4. Démontrer que la suite (c,) ne diverge pas vers oo

Comme ¢, = cosn € [—1,1], on ne peut pas avoir ¢, —— F00.
n— oo

Conclusion : la suite est chaotique.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Justifier que la suite (uy)nen converge vers £ > 0.
2n+1 2n
(n+ DL (n)!
n
-5 [
(n)! ln+1
2" |2—(n+1)| 2" [l—n
 (n)! n+1 T () ln+1
Donc la suite (un)nen est dé-croissante a partir du rang N =1

Ona: tuptr —unp =

} <0 Jorsquen >1

Conclusion : Lsa suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 (évident tout est positif)
donc elle converge vers £ > 0

2. On suppose que ¢ > 0. Simplifier Unt1 En déduire une absurdité.
,U/’Il
2n+1 2
Un+1 (D!
Ona :L T2z T a1
™ (n)!
On regarde ce que devient la relation quand n — oo, CaD
n 2
VneN, Un+1 4
Un n+1
Un+1 ‘ 1 = A la limite, quand n — oo,
Un  poeo C#£0 la relation devient 1 = 0 OUS

— 0
n+1 noc

3. Que peut-on conclure?
La suite (un)nen converge vers £ > 0 et £ > 0 est absurde.
Conclusion : la suite (un)nen converge vers 0



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. Calculer z,+1 en fonction z,,.

Pour tout n € N, on a

2 2

= (xn + iyn) (1 + 7%) =

Zntl = Tp41 + WYny1 = 5 D)

1 1
2. La suite (zn) est une suite géo de raison r = 3 + i§’ ainsionaVneN, z, =zr" =2 (
On sait/On devine

> Dans R une suite géo converge vers 0 Ssi —1 <1 <1 < |r| <1
> Dans C une suite géo converge vers 0 Ssi |r| < 1

Ici 1 +i1 S
2 21\
la suite (zr) converge vers £ = 0.

De plus =, = Re(zn) et z, — ¢ donc (on admet) x,, = Re(z,) —— Re(£) = Re(0) =0
n—oo

n— oo

et de méme y, = Im(z,) —— Im(£) = Im(0) =0
n—o0



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. Démontrer que : Vn € N, cpp2 =2 cos(l) cny1 — cn
Pour tout n € N, on a
2 cos(1) en41 = 2 cos(1) cos(n + 1) = 2C,Cy = cos(a + b) + cos(a — b) = cos(n + 2) + cos(n)
Donc on a bien Vn € N, cpy2 =2 cos(l) cnt1 — cn
En déduire que ¢ = 0.

On regarde ce que devient la relation quand n — 400

VneN, cpr2=2cos(l)cnt1 —cn

Cnyz — 0 = A la limite, quand n — oo,
n—o0 P— —
2 cos(1) cny1 — cn —> 2 cos(1) £ — ¢ onat=2cos(1)f—¢
n— oo

On a ré-organise, ainsi { = 2 cos(1) ¢ — ¢
< ([2—2cos(1)] =0
<= (=0 car2—2cos(l) #0
2. Démontrer que : Vn €N, con =262 — 1
Pour tout n € N, on a
Can = cos(2n) =cos(n+n) =--- =2cos’(n) —1=2¢2 —1

En déduire une absurdité

On regarde ce que devient la relation quand n — +oo
Ainsi (je zappe la rédaction avec l’accolade)ona: {= 20 —1 < f=1oul= —1/9

Clest oups car 0 £ 1 et 0 # —1/9

Conclusion : la suite (c,,) ne converge pas vers dans R



Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

1. Montrer que : Vz € R, 1+ z <e”.

Convexité

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

Pour tout/chaque n € N, on remarque : Uunt1 — Un Un—1

= 2n—1
Donc le signe de up41 — un se déduit de celui de up—1

On montre facilement par une récurrence a 2 étages que Hep> : upn = 0.

. 1 . .
Conclusion : Vn € N*, upi1 — up = Fun_l > 0, la suite (un)nen est donc croissante.

3. Majorée?
(a) Trouver (en utilisant les question 1. et 2.), une majoration du type Vn € N, upi1 < Ky un.
Pour tout n € N, on a
1
Up+1 = Un + Fun_l

1 . .
< Up + Fun car la suite est croissante

1
14 55

oy 1 n—1
on utilise Q1. avecz = e /2

1 an—
e /2"

Kn

< Un

(b) En déduire que la suite (un) est majorée puis qu'elle converge.
On a "A la mode géo" u, < Kpn_1tn_1
< anlKn72un72

< Kn1Kn_2---Kouo

1
1 1 ~ on 1-—
De plus Kp,—1Kp—2--- Ko = exp (1 + 3 4o+ F) = exp 21n < exp 7(1)
1—= 1—=
2 2

: 2
Conclusion : Vn € N, u, <e“up
. . . . s 2
Conclusion : La suite (un)nen est croissante et majorée par e“ug
2
donc elle converge vers ¢ < e“ug.



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. Montrer que les suites (uy) et (v,) sont bien définies et que ¥V n, 0 < up, < vp.

On démontre par récurrence

H (n) : |un et vy, se calculent et V n, 0 < up < vy

2. Convergence.

Etudier la monotonie des suites.

2
N U ()
Pour tout n €, Unt1 — Un = ——— — uy, ET  Ung1—On=—"— —wv,
Up, + Up Un + Un
_ —UnUn <0. _ —UnUn <0.
Un, + Up Un + Un

Les suites convergent-elles ?

Ainsi les deux suites (uy) et (v,) sont décroissantes, minorées par 0
donc elles convergent vers u > 0 et v > 0.
3. Calcul de u et v

(a) Montrer que (A,,) est constante.

2 2
Pour tout n € N,on a Apt1 = Unt1 — Ung1 = Un __ Un
Up + Un Un + Un
_un — v
T Uy s
_ (un — vn) (Un + vn)
Un + Un

on simplifie u,, + v, >0
=Un —Vn = Ay
Conclusion : la suite (A,) est constante.

(b) En déduire que v > 0.

Strict

D’une part : la suite (A,) est constante et égale 3 Ay = up — vo

donc la suite (Ay) converge vers Ag = up — vo
D'autre part : Ay, = Up — Uy —— U — v

n— oo
Par unicité de la limite, on a : u — v = Ay
Conclusion : v =u—Ag >0caru>0et Ag=up—v9 <0
(c) Montrer que u =0 et v = vy —up > 0.

2 2

. u v N
On regarde les relation up4+1 = ——— et vp41 = ———— 2 la limite quand n — oo
Un + Un Un + Un
2 2

. U v . o .
On obtient u = —— et v = —— C'est légitime/valise car u +v > 0
u+v u+v

2
On ré-organise : v =

— w+vP=0v> <= w=0
u—+v

De plus v > 0 donc v # 0

Conclusion : u =0etv=u—A¢g=0— (ugp —vo) =vo —up >0



