MPSI DM 9 Suite Lundi 01 Décembre.

Exercice 1. On considére A =0,123123123123...
1. On admet que le nombre A est correctement défini et que les manipulations intuitives sur A sont valides.

Exprimer 1000 x A en fonction de A.
En déduire I'expression de A sous la forme d’une fraction irréductible d’entiers (CaD une fraction non simplifiable).

2. Détermination de A avec une somme géométrique

Pour n € N, on considére A, =0, 123 123 ... 123
| IS | SS— | S—

—_—————
n fois
Ecrire A,, 3 I'aide d’'une somme
En déduire que la suite (A,) converge et préciser sa limite.
Exercice 2. [Correction] On considére la suite (uy,)nen définie par
2
neu
uy=1letVneN, u, 1 = —5——
1 i
1 1
1. Question préliminaire. On considére la suite (Sn) et (T,,) définie par Vn € N*, S, = Z = et T, =S, + -

k=1
Montrer que le suites (Sn) et (7),) sont adjacentes.
o N 2
Ainsi elles convergent vers la méme limite L et on admet que L =7 /¢ .
2. Démontrer que la suite (u,)nen est bien définie et que : Vn € N, u,, >0

3. Montrer que la suite (uy)nen converge vers 0 < £ < 1

4. Calcul de ¢
. 1 1 1
Démontrer que : Vn € N, - =
Un+1 Unp n
1 n—1 1
En déduire que : Vn > 2, — =1+ —
tn il

Déterminer ¢



Exercice 3. [Correction] On considére la suite (uy,)nen définie par

(un)2 +2

zo=2 et VneN, u,p1 = o
n

x2 4+ 2

1. Etudier, sur R, les fonction f : z — eth:z+— f(r)—=x

2. Montrer que la suite (u,)ney est bien définie et que : Vn € N, u, € [V2,2]
3. Déterminer les limites possibles de la suite (uy)nen.
4. Montrer que la suite (u,)nen converge vers v/2. Conclusion : le nmombre u, se rapproche de V2
5. Etude de d,, = |u,, — ﬁ‘

(a) Démontrer que la fonction f est k-lipschitzienne sur [v/2,2] avec 0 < k < 1

(b) En déduire que : dp = Uy — \/i’ < k™. Conclusion : le nombre u, se rapproche vite de V2

s Up — V2
6. On considére pour tout n, &, = 4
2v/2

(a) Montrer que :Vn €N, 0<enq1 < (60)?

w—v2_3-2V2 _ 1

b) On admet que u; = 3/9 et que g, = = .
(b) / 22 42 10
1
Montrer que : Vnée N*, 0<e, < W Conclusion : le nombre u, se rapproche trés trés vite de V2

—— Exercices plus difficiles facultatifs —

Exercice 4. [Correction] Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, : [0,1] — R définie par :
Vo e[0,1], folz)=a" +22% +2—1

1. Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un unique réel x,, € [0,1] tel que f,(x,) =0
Le but de cet exercice est d'étudier la suite (z,,)n>2
2. Déterminer le signe de f,,11(zn).
En déduire que la suite (z,,) converge vers ¢ < 1.
3. Calcul de ¢
Montrer que : Vn € N, 0 < z,, < 1/\@
En déduire que (z,)" —— 0
n—oo
Que devient I'égalité f,,(z,) =0, quand n — 00 ?
En déduire la valeur de ¢

Exercice 5. [Correction] Etude de la suite [sin (nlme)], oy -

1
On sait/admet que la suite (S, )ncn définie par Vn €N, S, = Z 7] Converge vers e
k=0
1. Soit n et k deux entiers fixés quelconques.
(a) Mont 1 < 1 n 1 n + 1 < 1
a) Montrer que : < < -
e T ISt T e D) (nt2) n+t)(n+2).. . (ntk) n
(b) Simplifier puis encadrer S, 1 — S.
1 1
————<e—5, <
n! (n+1)

2. Montrer qu'il existe une suite d'entier (k) et une suite (g,,) avec &, - 0 telle que
n—-+0oo

(c) En déduire que Vn € N,

nln

vneN, nle=k, +e,

En déduire que la suite [sin (n!me)],, . est convergente.



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Montrer que le suites (Sn) et (T},) sont adjacentes.
Facile
Conclusion : Ainsi elles convergent vers la méme limite L et on admet que L = 7T2/6 .
2. Démontrer que la suite (uy)nen est bien définie et que : Vn € N, u, >0

On fait par récurrence H<,> : le nombre u,, se calcule et u,, > 0 H<o> est vraie
Hérédité : On suppose H<p>
2
n* Un 2
Comme u;,, > 0, le nombre w11 = ——— se calcule car u, > 0 donc n” +u, >0
ne + un
n un,
n? + Un
Conclusion : Hcp 41> est vraie

De plus un4+1 = > 0 car tout est positif.

3. Montrer que la suite (un)nen converge vers 0 < ¢ < 1

On va utiliser le théoréme croissante majorée

n2 un B —u2
n? 4+ un T Un = n2 + up
Donc la suite (un)nen est dé-croissante et minorée par 0. elle converge vers £ > 0

Pour tout n € N, on a up41 — un = <0

De plus bonus : 0 < - < up < Sup <up =1
Conclusion : La suite converge vers £ > 0 et ¢ < 1
4. Calcul de ¢
1 1 1

Démontrer que : Vn € N, -— ==
Up41  Up M

1
Pour tout n € N, on a —— = - —
Un+1 Un ne uUn Un

n—1
P 1 1
En déduire que : Vn > 2, ~ _1+Zﬁ
k=1
On somme I'inégalité précédente de k =1 a k =n — 1 et on télescope
Déterminer ¢

n—1

1
:1—&—2? quand n — oo

k=1

n—1
1 1
bR Dp
k:l1

—>7
Unp n—oo Z#O
1

1

On ordredeGrandeur la relation

Un

I

—_

+
@‘:‘w

1
— Conclusion : 7

Ainsil = —— = ——



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

eth:z+— f(z) —=x

2
. 2
1. Etudier, sur Ry, les fonction f : z +—— x 2+
2. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que : Vn € N, u, € [V2,2]
On fait par récurrence H<p~ : le nombre u,, se calcule et u,, € [\/57 2]
H_o~ est vraie

Hérédité : On suppose H.>
Comme upn = V2 > 0, le nombre u,, = f(un) se calcule

De plus
V2 <up <2
S - 2) < n) < 2
La fonction f est croissante sur [v/2,2] |f(_\[)| f(un) &
V2 =3/2<2

Conclusion : Hcp 41> est vraie
3. Déterminer les limites possibles de la suite (un )nen.
t? 42
2t
donc on sait que les limites ¢ possibles de la suite vérifient vérifient I'équation £ = f(¥).

Comme Vnunt1 = f(un) et f:t— f(t) = continue

On résout 0= f(0)
< h(f)=0

La question Q1 et le théoréme de la bijection monotone assurent que
I'unique solution de I'équation h(£) =0, c'est £ = V2.
4. Montrer que la suite (u,)nen converge vers v/2.
> Ona:u —uo = f(uo)uo = h(uo) = h(2) < 0 (d’aprés la question Q1)
> On fait par récurrence Hepns @ Unt1 — Un
La proposition H.o> est vraie
Hérédité : On suppose H<y>. On va montrer Hopi1>

(un+1) < f(un)

_\/kun+1_<un<2 —
La fonction f est croissante sur [v/2, 2] L

=Un+2 =Un+1

Conclusion : la suite (un)nen est dé-croissante.
Conclusion : La suite est décroissante, minorée par V2 donc elle converge vers { > V2
De plus, il n'y a qu’un seule limite possible, donc la suite ,n converge vers £ = /2.
5. Etude de d,, = ’un - \/§|
(a) Démontrer que la fonction f est k-lipschitzienne sur [v/2,2] avec 0 < k < 1
> La fonction f est dérivable sur [v/2,2].

—z? 42
2
-2
= x2m2 car —z° +2 < 0 sur [V2,2]
22-2 1
< =3
2(v/2)2 2

Donc d’aprés le TAF, la fonction f est 1/9 -lipschitzienne sur [v/2, 2]
(b) En déduire que : d,, = }un - \/5’ < k™.
La fonction f est 1/9 -lipschitzienne sur [\/5, 2]
donc Va,z' € [v2,2], |f(x) — f(:r/)| < % |x —:c".

On applique I'inégalité avec = = u, € [V2,2] et 2’ = /2



Ainsi on a ’un.H — \/i‘ <k ’un — \/5‘

=dn+1 =dn

On finit a la mode géo

dn < kdnfl
< k [k dn72]
< bk [k dn_s)]

<kk. . klkd)=k"do < k™

6. Montrer que : Vn € N, 0 < eny1 < (e0)°
On aque:Vn, u, >V2doncVn, enp1 > 0. de plus

ey = Ut = V2
n+1 2\/5
(Un)2+2
TV
2v2
@) 2-2Fu (= VIR (= VD (un_ﬁ)2—<a <
B 2un2\/§ - 4\/§Un = 4\/5\/5 - 2\/5 — (&n

1

Montrer que : Vn € N*, 0 < ep <

Récurrence



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un unique réel z,, € [0, 1] tel que fn(z,) =0
La fonction f, est continue et strictement croissante (facile)
Le tableau de variation et le thm de la bijection monotone assure que
I’équation f,(X) = 0 admet une unique solution, notée z,, dan [0, 1]
Le but de cet exercice est d'étudier la suite (Tn)n>2
2. Montrer que pour tout entier n > 2, on a fnt1(zn) < 0.
On a

Frr(an) = (@)™ +2 (@)’ + 2 = 1= (2a)"" + (20)" +2(@n)" + 7~ 1 ~(20)"

=fn(2n)=0

= (zn)"" — (za)"

= (xn)" [zn —1] <0 carz, €[0,1]

En déduire que la suite (x,) est croissante, puis qu'elle converge vers Z.

On a: fot1(zn) < 0= fat1(znt1) et foy1 est croissante, donc xn < Tnt1

Ainsi la suite (z,,) est croissante et majorée par par 1, car Vn € N, z,, € [0,1]

Donc la suite (z,,) converge vers £ < 1

1 1
3. Calculer fp ( et vérifier que f, | —= | > 0,.....
\/i) V2

1 1 " 1 2 1 1 2 1
oneie(35) = (72) +2(55) 1= () + %87

=1

1

Ainsi fo [ —= | > 0 = fn (2n) et fn est croissante

()50 s
1

donc 0 <z, < —

V2

On en déduit que : 0" < (z,)" < L . Donc (z)" —— 0 (thm des gendarmes).

\/i n—oo

On regarde ce que devient égalité f,(zn) = ()" + 2 (zn)*> + 2, — 1 = 0, quand n — oo,

fo(@n) = (@) +2(@n)* + 20, —1=0
Gauche:(xn)"—i—Q(wn)Q—i—wn—l—>0—|—2€2+Z—1 A la limite0+2€2+£—1:0
n— oo

Droite=0 —— 0

n— o0
Or20°+/0—1=0 < Calculde A <= (=—-1oul=1/9
Conclusion : Comme z,, € [0,1], on a ¢ € [0, 1],

1
Donc la suite (z,) converge vers £ = 3



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1. (a) Montrer que : ! < ! ! . ! !

. < =
PRI S WL (g s ¥ (o) BN (SR D (NE;) BN (UM S
On s'intéresse a la majoration

1 1 1

I S O ) ¥ (i) SRR IS D O S T S

1 1 1

nAl T DD ”+(n+1)(n+1)...(n+1)

~

< O+0°+ .. +0° avecO=1/p, 41

Somme géo....... A Finir
(b) Simplifier puis encadrer Sy,4; — Sh.
On a
1 1 1 1
Stk — Sp = - == + 4+
o Zﬂp! nl [n+1 (n+1)(n+2) (nt1)(n+2)...(n+k)
p=n
doll — < S — S < —
nl (n+1) otk " nln
P 1 1
(c) En déduire que Vn € N, m <e— S, < o
On OrdreGrandeur la relation précédente avec k — +oo.
1 1
< S =S, < —
n (n+1) e S onln
Sntk — Sn k—>€—5n
—00 i .
1 1 :>A/allmlt5m<€_sn<m

n! (n +11) k—o0 n!l (n+1)
—_— H —_—
nln k- nln

2. Montrer qu'il existe une suite d’entier (ky) et une suite (¢,) avec &, — O telle que Vn € N, nle = k, + &5
n—-+oo

> On remarque que nle =k, +ep, < en =nle — ky.

> Ca ressemble a n! (e — Sp) =nle—nlS,

11 1
et on sait que n! S, = n! [1+—+—+---+—} eN
12 n!

on choisit | k,, :=n!S, € N|et|e, =nl!(e— Sn)

> On a bien nle = k,, + €, et avec de |'encadrement précédent,

1 1 . .
on a CFE] <nl(e—Sn) < — ainsion a bien £, = n!(e — Sp) k:)m 0.
3. Conclure que la suite [sin (n!me)], .y est convergente.

Finalement sin (n!me) = sin (1k, + 7en) T 1 sin (men) ——sin0=0
n—oo
—+40



