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Exercice 1. [Correction] Soit & > 0. On considere la suite (u,,) définie par : Vn € N, u,, = Z—n

L'objectif est de montrer que u,, —— 0
n—oo

1. Démonstration 1 :
3

(a) Montrer qu'il existe un rang Ny tel que w41 < 7un

(b) Montrer que la suite (un)nen est décroissante a partir du rang Ny
En déduire qu’elle converge vers £ > 0
(c) Démontrer que £ =0
2. Démonstration 2 :

(a) Montrer qu'il existe un rang Ny tel que u, 41 < ZUn

(b) Fabriquer, a I'aide de la question Q1, une majoration du nombre w,,

(c) En déduire que la suite (up)nen converge vers O

Exercice 2. [Correction] Soit (un)nen la suite réelle définie par :
up €ER et VneN, uppy = up —u2 = f(uy)

Etudier les fonctions f:z — f(z) et h:x+— f(z) —
Déterminer les limites possibles de la suite (uy,).

On suppose que ug = 0. Calculer uq,us, .... Conclure.

=

On suppose que ug € ]0, 1]
(a) Montrer que : V > 1, u, € [0,1].
(b) Etudier la monotonie de la suite (u,)nen-
(c) Que peut-on conclure?
5. On suppose que ug ¢ [0,1]
(a) Montrer que Vn > 1, u, < uj <0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (u,)nen.

(c) Montrer que : u,, —— —00
n—oo

Plus difficile

.. 1
Exercice 3. [Correction] Soit (u,) la suite définie par : uy =1letVn > 1, upt1 = Vun + —
n

1. Montrer que la suite (u,,) est définie, que Vn, u, > 1.
2. Déterminer les limites possibles de la suite (uy,).
3. On suppose que la suite (uy)nen est croissante
(a) Justifier que la suite (uy)nen diverge vers +oo.
En déduire qu'il existe Ny tel que un, = 4.
(b) Justifier que : \/un, —un, < —1
En déduire que : un,4+1 — un, < 0. Oups
(c) Expliquer pourquoi on peut en déduire qu'il existe Ny tel que un,+1 — un, <0
4. Convergence.
Montrer que la suite (uy,),en est dé-croissante a partir du rang Ny
En déduire que la suite (uy,),ecn converge vers 1.
5. Conclure.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Démonstration 1 :

. . 3
(a) Montrer qu'il existe un rang No tel que w1 < —un

4

(n4+1)* agn

On considére Q,, = E"Jnl. OnaQ,= é"q: = gg%l = %(nnj;n)-f

_2 (n+ 1)(*

3 n

[e3

=3(1+5) mosarer-
J'applique la def de Q, —— 2/3 avec e = 1 >0
n— oo 3
Ainsi 3 Np tq Vn > No, Qn<€+5:§+%:1

. 0. 3
Conclusion : il existe un rang Ny tel que @, <1 = un41 < Z’U/n

(b) Montrer que la suite (un)nen est décroissante a partir du rang Ny
Pour n > No,

-1
oNn a Un4+1 — Un < unfun:Tung() carVneN, u, >0

3

4
Conclusion : la suite (un)nen est décroissante a partir du rang Ny

En déduire qu'elle converge vers ¢ > 0
la suite (un)nen est décroissante & partir du rang Ny et la suite (un)nen est positive
Conclusion : LA suite (un)nen converge vers £ > 0

(c) Démontrer que £ =0
On va OrdreGrandérer

Vn > No, Unt1 < Zun

Unt1 ——— 14 =— A lalimite £ < %é
§u — §€
47" nsee 4

On ré-organise : £ < gf < (<0
Conclusion : Ona/f<0etf>0doncf=0
2. Démonstration 2 :

(a) Montrer qu'il existe un rang Ny tel que up+1 < —up

4
(n+1)* agn
. Un+1 Un+1 “SRFT n—+1)*2
On considére Q,, = 3n+ .OnaQ, = 3"+ =2 = ( ) -
$Un Un Ty no2nt

(n—i—l)a
( l)a—>§(1+ﬁ)“

n n— oo

WIN WIN Wik

—_
—+

J'applique la def de Q,, —— 2/3 avec € = % >0

n—00

2 1
AinSiENgthn>N07 Qngg‘f'f:g‘f'g:l

. oo 3
Conclusion : il existe un rang Ny tel que @, <1 = up41 < 7ln
(b) Fabriquer, a I'aide de la question Q1, une majoration du nombre w,,

On a "a la mode géo" : up < —up—1

o]

3 373 3\n—No
< Z.Z |:Z'LLN0i| = (Z) UNg

(c) En déduire que la suite (u,)nen converge vers 0

4
<3
4

. 3\™ 73\ Mo
Conclusion : onaVn > Ny, 0 < up < (Z) (Z) UN,
=Konstante

Le théoréme des 2 gendarmes assure que la suite (un)nen converge vers £ =0

[SCI )



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Etudier les fonctions f:a — f(z) et h: x> f(x) — 2

2. Déterminer les limites possibles de la suite (un).
Comme un4+1 = f(un) et la fonction f est continue, on sait que les limites possibles de la suite (un)nen sont solution
de I'équation £ = f({)
De plus on a d'apres QL, £ = f({) < h({) =0 < (=0

Conclusion : Si la suite (un)nen converge, c'est forcément vers £ =0

3. On suppose que ug = 0. Calculer u1,us2,.... Conclure.
On a u; = f(0) = 0 et de méme uz =0 etc ...
Conclusion : La suite (un)nen est constante égale a 0.

4. On suppose que ug € ]0, 1]

(a) Montrer que : V > 1, u, € [0,1].
On fait par récurrence Heps 1 0 <up <1
Initialisation avec n =1
Comme 0 < up < 1 et que d'aprés le tableau de variation de f, on a Vx € [0,1], 0 < f(z) < 1/4
Donc 0 < u1 = f(uo) < 1/4 <1
Hérédité. C'est le méme argument
Conclusion : V > 1, u, € [0,1].
(b) Etudier la monotonie de la suite (ty)nen.
Pour tout , 0N a : Unt1 = Un — U2
Conclusion : Un 11 — un = —u2 < 0, la suite (un)nen est dé-croissante.
(c) Que peut-on conclure?
La suite (un)nen est dé-croissante et minorée par O donc elle converge vers £ > 0
De plus la seule limite possible c’est 0

Conclusion : La suite (un)nen converge vers £ =0

5. On suppose que ug ¢ [0,1]
(a) Montrer que : Vn > 1, up, <up <O0.
On fait par récurrence Heps :up <u1 <0
Initialisation avec n =1
Comme ug ¢ [0, 1] et que d'apres le tableau de variation de f, on a Vx ¢ [0,1], f(z) <0
Donc w1 = f(ug) < 1
Hérédité. C'est le méme argument

Conclusion : Vn > 1, up <ui <0.

(b) Etudier la monotonie de la suite (tn)nen.

. 2
Pour tout n, on a @ Unt1 = Un — U,

. 2 . ; .
Conclusion : un41 — un = —u,, <0, la suite (un)nen est dé-croissante.

(c) Montrer que : up — —00

n—00

Comme Vn >1, u, <ui <0, il n"'est pas possible que u,, — 0

n—oo

Donc la suite (un)nen ne converge pas dans R et elle est dé-croissante

Conclusion : la suite (un)nen diverge vers —oo



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Montrer (un)nen est bien définie et que : Vn > 1, u, > 1
On montre par récurrence H<y,> : le nombre u,, se calcule et u,, > 1

Facile
2. Montrer que : si la suite (un)nen converge, alors sa limite vaut 1.
On suppose que u, — £

n—o0o

CommeVn>1, up, >1,onal>1et

Vn €N, Unt1 = /un +

n+1
“"“KM Ala limite, =Vl = >’ =0 = {=0oul=1
Vi + —— —— i+ 0

Or u,, > 1 donc £ > 1. Conclusion : la seule possible c'est £ = 1.
3. On suppose que la suite (un)neN est croissante.
Déterminer la limite de (un)nen.
Comme la suite est croissante, on aVn > 2, up > uz =2 > 1.
Donc la suite ne converge pas vers £ = 1.
Conclusion : la suite (un)nen ne converge pas dans R (car 1 est la seule limite possible) et (u, )ren est croissante.
Donc la suite (un)nen diverge vers +oo.
En déduire qu’il existe Ny tel que un, > 4.
On applique la définition de u,, —— +00 avec A =4 >0

n—o0

2
(U'No - 1)2 - (\/ uNo)
Bas >0
u?\,o —3uny +1
Bas >0
De plus Si/lorsque X > 4, le trindme X? —3X +1 est toujours positif

Conclusion : y/un, — un, < —1

Ona:G@—-—p=—-1— /un, +un, =

En déduire que : uny,+1 — un, < 0. Oups.

. 1 1
On a maintenant : uny,+1 — Uny = /UN, + N T un < -1+ A <-141=0
0 0
Conclusion : C'est OUPS car la suite (un)nen est croissante.
Expliquer pourquoi on peut en déduire qu'il existe Ny tel que un,+1 —un, <0
L'hypothése "la suite (un)nen est croissante" est absurde
Donc la négation est vraie, CaD il existe N; tel que un,+1 —un; <0

4. Montrer que la suite (un)nen est dé-croissante a partir du rang Ny
On montre par récurrence (a partir de N1 )H<pn> @ Unt1 < Un

Initialisation n = N
Fait ci-dessus
Hérédité : On suppose H<y>
On va montrer Hepy1>, CaD Upt2 < Unt1

1
O D Un = n —
na:unptyo ,/u+1+n+1

On majore avec H.,~ et Wikking
1
<V
Un + nt O

=Un41
Donc Hn + 1 est vraie

En déduire que la suite (un)nen converge.
La suite (un)nen est décroissante & partir du rang Ny
et minorée par 1
et la seule limite possible c'est £ =1

Conclusion : la suite (un)nen converge vers 1.



