TD 11-Bonus Suite . Mercredi 03 Décembre 2025.

Exercice 1. [Correction] Dans tout le probléme, on considére la fonction numérique f de variable réelle définie par :
pour tout z réel, f(z) = —2® 4+ 2z + 1

et la suite (uy,)nen définie par : ug € R et pour tout entier naturel n, up+1 = f(un).

1. Montrer que si la suite (u,)nen a une limite finie A,
alors A\ ne peut prendre que I'une des deux valeurs {1 < 0 ou 1 < ¥5 < 2.

On suppose que : uy €]1, 49

2. Démontrer que : Vn e N, |1 <u, <2.
3. On considére (v, )nen la suite définie par Vn € N, v, = ugy,.
(a) Prouver que, pour tout entier naturel, v,11 = [f o f](vn)-
(b) Pour tout réel z, calculer [f o f](x) puis déterminer a et b réels tels que, pour tout réel x,
[fofl(x)—z= (—x2+a:—|—1) (;L'2+ax+b).
(c) Déterminer les valeurs du réel x telles que [f o f](z) — z = 0 et le signe de [f o f](x) — = pour z appartenant a
I'intervalle ]1,2[.
(d) Nature de la suite (vy,)
Montrer que Vn € N, v, €]1,ls]
Démontrer que la suite (v, )nen est décroissante.
Prouver que la suite (v, )nen converge et préciser sa limite.

4. On consideére (wy)nen la suite définie par Vn € N, w, = ugpy1.
Déterminer le lien entre v,, et w,,.
En déduire que la suite (w,,) converge et déterminer sa limite.

5. La suite (up)nen est-elle convergente ?



Exercice 2. [Correction] Le nombre de Liouville

Notation : On note Z[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients entiers.

Un nombre complexe r est dit algébrique
Ssi il existe un polynéme P non nul a coefficients entiers tel que P(r) = 0.
Ssi 7 est une racine d'un polynéme non-nul P € Z[X]

Par exemple : 7 =@/ € Q est algébrique car r est une racine de P(X) = bX — a € Z[X]
7 = /2 est algébrique car r est une racine de P(X) = X2 — 2 € Z[X]

Un nombre qui n’est pas algébrique est dit transcendant.

Le but de I'exercice est de prouver qu'il existe des nombres transcendants.

1. Exemples
(a) Montrer que le célebre complexe j est algébrique.
(b) Montrer que le réel /2 + /3 est algébrique (plus délicat).

2. Une minoration utile.
Soit P € Z[X] un polynéme non nul de degré d.
On suppose que r = @/p € Q N'est PAS une racine de P.
a 1
Montrer que : ‘P (E)’ > i
3. Le nombre de Liouville
s : .y — 1
On considere la suite (S,,) définie par Vn € N, 5, = Z ToF
k=0
(a) Démontrer que la suite (S,,) converge vers une limite noté £ comme Liouville
indication : On pourra majorer S,, a I'aide d’'une suite Géo

P — ! — !
1 10 (n+1).n! _ 10 (p+1).n!
(b) Soit n,p € N avec 0 < n < p. Montrer que : [S, — S,| = Z Tom < T

indication : on re-lira I'indication précédente

P 1
(c) En déduire que : ¥n e N, |[{ — S,| < Tonnt
4. On va démontrer (avec un RA) que le nombre ¢ est transcendant (Liouville en 1874).
On suppose que /¢ est algébrique, ainsi il existe un polyndéme P non nul a coefficients entiers tel que P(¢) = 0.
On note d le degré de P.

(a) On admet qu'il existe une constante K tel queVt € [( — 1,0+ 1], |P'(t)| < K

K
Montrer que : Si % € Q avec ‘67% < 1, alorson a ‘67 %‘ > i

Remarque : Le résultat admis incite a utilise le TAF.
(b) En utilisant Q3c., trouver déduire une absurdité.

Ainsi I'hypothése "le nombre ¢ est algébrique" est absurde
Conclusion le nombre £ est transcendant.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Ona

= Si la suite (un)nen converge vers {

Un+1 = f(un) }
Alors on a £ = f(¢)

la fonction f est continue

On résout I'équation

(=fll) <= =L F2+]1 <= £ —(-1=0 < {1 = 1_2\/5 ou by = L+ V5

2. On démontre par récurrence Heps @ 1 < up < 2

1 5
Initialisation : Comme {2 = +2f<2, on a bien 1 < ugp < 2.
Hérédité : On suppose H,> est vraie.
Comme f'(z) = —2x + 2 = 2(—x + 1), la fonction f est décroissante sur [1,2], ainsi on a
1<u, <2
la fonction f est décroissante sur [1, 2] } — .f(Z). < .f(u"). < .f(l).
=1 =Un+41 =2

Donc H<y 41 est vraie

3. Comme f est décroissante sur [1,2] et Vn, u, € [1,2], on a

Up < Unt+l = Unt1 > Unt2 €6 Up > Untl = Unt1 < Un+2

La suite n'est donc pas monotone!'!'!!
4. On considére (v )nen la suite définie par Vn € N, v, = uan.
(a) pour tout n, on a
Unt1 = tonta = f(uant1) = f(f(u2n)) = [f o fl(uzn) = [f © fl(vn)

‘ Conclusion : La suite (vn)nen est de la forme vn41 = h(v,) avec h = fo f ‘

(b) Ona[fo fl(z) = —a* 4+ 42® — 42 + 2 et

[fofl(x) —z=—2"+42° 42—z +2= (-2 + 2+ 1)(2° — 32+ 2)
(c) On a
[fofl(x)—zx=0 < (—2°+x+1)(z°—32+2)=0

— —(z—l)(z—La)(xz—1)(z—2)=0
<— x=1/{1,02,1 ou 2.

Comme [fo fl(z) —z = —(z — £1)(z — £2)(x — 1)(z — 2), on a le tableau de signe

T —00 /1 1 2 2 +0o0

If o fl(z) + = - 0 + 0 - 0 + 0 -

Ainsi on a : Sur [1,£2], [fo fl(z) —x > 0 et Sur [{2,2], [fo f](z) —x <O0.




(d)

Décroissante ? On suit la démarche classique pour les suites récurrentes

> On commence par démontrer par récurrence Hopns @ vp € [1, €3]
C’est facile car comme [ est décroissante [1, £2] on sait que h = f o f est croissante.

> On ensuite que u1 —ug = [f o f](uo) — uo < 0 car ug € [1,¥42]
> On avpq1 = h(vn) avec h = fo f est croissante sur [1, ¢2] et pour tout Vn, v, € [1,£2] et que uy —up < 0,
On démontre facilement par récurrence Heps @ Unt1 < Un,

Ainsi la suite (vn)nen est décroissant.

Converge ?
La suite est donc décroissante et minorée par 1
donc elle converge vers 1 < £ < vo < Lo.
Enfin comme f est continue les limites de la suites (vy,) vérifient I'équation [f o f](¢) = £ et on a vue que
[fofll@)=2 <= [fofllx)—2=0 <= z=14{1,02,1 0u2

donc la suite (v,) converge vers 1.

5. Ona
Wn+1 = f(“n)
vn —— 1 — Wair = f(vn) —— f(1) =2

la fonction f est continue
donc la suite (wy) converge vers 2.

6. On a trouvé deux suites extraites (v,) = (u2n) et (wn) = (u2n+1) qui convergent vers 2 limites différentes
donc la suite (un)nen diverge strictement.



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Exemples

(a) Montrer que le célebre complexe j est algébrique.
Comme 1+ j 4 j2 =0, le complexe j est une racine du polyndme P = X?>+ X +1 € Z[X]. Donc le complexe
j est algébrique.

(b) Montrer que le réel v/2 4 /3 est algébrique (plus délicat).
On note r = v/2 4+ /3.
Ainsi V2 =7 — /3 donc 2 = (7"—\/5)2 =r>—2v3r+3

241 241\? 24
Ainsi\/gzr; donc 3 = 7’; :’"+4:2+ = 34’ =r"+2 41 = ' 102 +1=0

Conclusion : le nombre 7 est une racine du polynéme P = X* — 10X” + 1 € Z[X].
Donc le nombre r est algébrique.

2. Une minoration utile.
Soit P € Z[X] un polynéme non nul de degré d. On suppose que r = @/ € Q N’est PAS une racine de P.

a 1
: - ==
Montrer que )P(b) X
d
Comme P € Z[X] un polyndme non nul de degré d, on a P = Zaka avec ai €,7Z et aq # 0.
k=0
On a
d
k
a a
PE)=|2e (5)
k=0
o (3 o5 s (3
= |ao 13 23 a3
| aob? + arab® ! + -+ + aga’
= o
_ ZZ:U ara®b? " | Entier| _ |Entier|
B b? e [T b

De plus r = a@/p, € Q N'est PAS une racine de P

donc |P (%) ‘ # 0 donc |Entier| # 0

Conclusion |Entier| est un entier strictement positif

a 1
) > — >
donc |Entzer| >1et ‘P (b) Z 7

, —~ 1
3. Le nombre de Liouville. On considére la suite (S,) définie par Vn € N, S, = Z Tor

k=0
(a) Démontrer que la suite (Sy) converge vers une limite noté ¢ comme Liouville
1 . .
CommeVneN, Spp1— 8, = Toeanr >0, la suite (S,,) est croissante

On a facilement k! = 1.2....k > 1.1...1.k = k, ainsi

k=0 =0 —1
o
1 1
T 1ontt 1-0 _E
< 1 S T =79
10! 10!

Conclusion : la suite (S,) est croissante et majorée par 10/g donc elle converge

1 10—(n+1)An! _ 10—(p+1)un!
<
10% 1— 10"

p
(b) Soit n,p € N avec 0 < n < p. Montrer que : |S, — Sn| = Z
k=n+1



Pourtout k > (n+1),onak!=12.nn+1)(n+2)..k <1.2.nn+1)1.1.k= (n+ 1)Lk, ainsi

p p
1 1
|Sp — Snl = Z o0 S Z 10Dk
k=n+1 k=nt 1 b
Ok
1-oett 1ot
< —
1-0 1-0
Dn+1 _ Dp+1 107(n+1)4n! _ 107(p+1).n!
< =
= 1-0 1—10—"!
P 1
(c) En déduire que : Vn € N, [ — S,| < Tont
A la limite quand p — oo, on obtient
1 —(n+1).n!
10— Sn| < 0—7'0
1-10—"
—(n+1).n! _
De plus ! —10 O:....}O

10n-n! 1—10—"n!

4. On va démontrer (avec un RA) que le nombre £ est transcendant (Liouville en 1874).
On suppose que £ est algébrique, ainsi il existe un polynéme P non nul & coefficients entiers tel que P(¢) = 0.
On note d le degré de P.

(a) On admet qu'il existe une constante K tel que V't € [ﬁ — 1,0+ 1] , ‘P/(t)’ <K

. a a a K
Montrer que : Si 3 € Q avec 475’ < 1, alors on a ng > ]
a a
On suppose que : 3 € Q avec ¢ — 6‘ <1
Comme P est dérivable et Vt € [( —1,0+1], P'(t)| <K,

on sait d'aprés le TAF que Va,2' € [(— 1,6+ 1], |P(z) — P(a')| < K |& — 2|

On applique avec . = £ et 2’ = @/,

ainsi |P(¢) — P (9)’ <K ’g, 4
b b
Or on sait que P(£) = 0 (car £ est racine) et ’P (%) ’ > bid (voir question Q2.)
K
Conclusion : ‘6 - % > B
(b) En utilisant Q3c., trouver déduire une absurdité.
Pour tout n € N, on a
—~ 1 1 1 1 Entier
Sni,;lo’” =100 T T T ggw T Tqge €€
1 1
— Pn < < Th0
Comme |¢ — Sp| o S 10 1
Donc la minoration précédent est valide, ainsi Vn € N K <= Sn| < ST
p ! ’ (10n1)d = T (10n!)"
Ceci bsurd (10"!)‘1 0 (10n’)d >K>0
t t >
eci est absurde car 10" 75w e (107)" >

Ainsi I'hypotheése "le nombre £ est algébrique" est absurde
Conclusion le nombre £ est transcendant.



