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1 A partir d’un certain rang

Définition 1. A partir d’'un certain rang

La suite (u4,,) zen €St croissante La suite (u5)nen est croissante a partir d'un certain
. rang

SsiVneEN,, Uns1—un=0 Ssi il existe Ny tel que :

Vnz=Ny, up1—up=0

De méme, on peut fabriquer : positive, majorée, bornée a partir d’'un certain rang,........

Un exemple tres important.
On sait que le nombre 2" devient infiniment plus petit que le nombre 7! qunan — oo
Ainsi on peut anticiper que
le nombre 2" devient effectivement plus petit que le nombre 7!
CaD il existe Ny telque: Vn = Ny, 2" < n!
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2 Définition de la convergence d’'une suite.

2.1 Converge dans R.

Ici il faut rappeler que

— (—-e<x<l+e¢

Définition 2. Définition de converge vers ¢
Soit (1) nen une suite réelle. Soit £ € R.

On dit que la suite (u,) ,en converge vers ¢ Ssion a

Ve>0, ilexisteunrangNy tel que
Sin=Nyalorsl —e<up<fl+e oulu,—¥l|<e

On écrit alors uy, fou lim u,="¢.
n—oo

n—oo

Attention : Si u,

- ¢ Alors la limite £ ne dépend pas de n.
—00

Pour comprendre la définition, on va I’appliquer

> J’applique la définition de u,, Zavece=1>0.

n—oo

Ainsion a

> J’applique la définition de u,, Cavece=1/7p >0.

n—oo

Ainsion a

P |x—/l|<e <= x€[l—¢f+¢€]

A retenir : Quand on applique la définition u,, favece=0>0,

n—oo
Alors on obtient une inégalité u, < ¢ +0,
valide a partir d'un certain rang

2/14



Chapitre 15 : La théorie des suites (Partie 1).

2.2 Diverge.
Définition 3. Divergence vers +oo.
Soit (u#,,) nen Une suite réelle.
Vers too
On dit que la suite (u,) ,en diverge vers +oo Ssion a
VM>0, ilexisteunrangNy tel que

Sinz= Ny alors M < uy,

On écrit alors ujy

+ooou lim wuy =+oo.
n—oo n—+o0o

Vers —co
On dit que la suite (1) ,en diverge vers —oo Ssion a
Vm<0, ilexisteunrangNy tel que

Sin= Ny alorsu, <m

On écrit alors uy,

—ooou lim wuy=-oco.
n—oo n—+oo

Divergence stricte, CaD le chaos.
Lorsque la suite (1) ,en De converge pas dans R et ne diverge pas vers +oo,

on dit alors que la suite (i) ,en diverge strictement

Par exemple, les suites ((— 1) ") neny (€08(1)) pen divergent strictement.

A retenir : Quand on applique la définition u,,

oo avec M =0,
n—oo

Alors on obtient une inégalité O < u,,,
valide a partir d'un certain rang

3/14
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3 Applications

3.1 Cv — majorée-minorée-Bornée

Théoréme 4. Le nombre u,, se rapproche de ¢.
Lorsque la suite (u,) converge vers ¢,
alors le nombre u, se rapproche ¢

Converge —> Majorée/minoré.

On suppose que la suite (uy) ,en converge vers £.

Alors le nombre uy, devient< ¢ +1 a partir d'un certain rang.

Converge — bornée.
On suppose que la suite (uy) ,en converge vers £.

Alors le nombre |up| devient < |¢|+1 a partir d'un certain rang.

3.2 Unité de la limite.

Théoreéme 5. unicité de la limite

On suppose que la suite (1) ,en converge d'une part vers ¢ et d’autre part vers £/,
alors ¢ = ¢’

4 Cv = apartir d’'un certain rang.....

Théoréeme 6. Cv — a partir d’'un certain rang....
Lorsque la suite (u;) converge vers /¢,
alors le nombre u, se rapproche ¢

letl>0

> On suppose que Uy,
n—oo

Alors a partir d'un certain rang, le nombre u,, est > 0, CaD positif

> On suppose que uy, letl<1

n—oo

Alors a partir d'un certain rang, le nombre u,, est <1

Généralisation Indispensable

Un
> On suppose que D_n — letl<1

Alors il existe Ny tel que V n = Ny, u, <O,

u
> On suppose que D—" —— letetl{>1
n

n—oo

5 Alalimite quand 7 — co.

Théoréme 7. A la limite quand 1 — co
Soit (G,,) et (D) deux suites.

Ona
VYn, Gp,<D,
Gp——/ = Alalimite quand n — oo,
Dy, —— /(' 'inégalité devient ¢ < ¢
n—oo Large

Avec Gy = Dy, eton conclut £ = ¢’
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6 Théoremes de convergence

6.1 Opérations sur les limites.

Théoréme 8. Formulaire classique.
On suppose que ay letby, — l.

n—oo
On a alors

€]

[anl
n—oo

A+ /Jf/ ici A et u deux scalaires (réels ou complexes).

Aay + uby,

n—oo
anbn;:;?éf'
a — Yl ici /
n/bn oo /[ iciVn, by#0etl #0

f(an)

!
(an)bn e [[
n—o0

f([) ici La fonction f est continue en ¢, CaD f(x) f

n—oo x—l

Avec les équivalents.
up, ~ Ap
n—oo
= La suite (u,) converge vers ¢

Ap——¢

n—oo

Démonstration : On fera les démonstrations en classe, cependant

v
urr = abouge

6.2 Gendarmes et copains.

Théoreme 9. Gendarmes et copains.

Le théoreme des 2 gendarmes.
Vn mp<u,<M,
= lasuite (u#,),en cOnverge vers ¢
My, My, —— ¢
n—oo
Le théoreme de comparaison.

Yn, mu<u,
= lasuite (1) neny diverge +oo

My, +00

n—oo

Le théoréme du module/de la distance.

Vn, |u,-—¢0l<M,

= lasuite () nen converge vers ¢
M, ——0

n—oo

="M@ = exp (v, In uy) ——exp (¢'.In0)) = o

5/14
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6.3 Suite monotone.

Soit (1) nen une suite alors il y a 3 situations envisageables

Soit la suite converge dans R Soit la suite diverge vers +oo Soit la suite est chaotique

On suppose que la suites est croissante alors il y a 2 possibilités

Soit la suite converge dans R ‘ ’ Soit la suite diverge vers +oo

Théoréeme 10. Théoréme de la limite monotone.

Théoréme de la limite monotone.

la suite (u,,) ,en €St croissante
= lasuite (1) neny cOnverge
la suite (1) ,en €St majorée par M versé{ <M

Deplus,ona:uyysuyjsup<..<up<.<l<M

Suite croissante et ne converge pas.

la suite (1) ,en €st croissante
= lasuite () ,en diverge
la suite (u,) ,en DE converge pas dans R vers +oo

De plus pour montrer la suite ne converge pas dans R, on fait un R.A.
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7 Exercices

Exercice 1. [Correction] Etudier la monotonie, ou la monotonie a partir d'un certain rang, des suites suivantes

ns 11" 2n
2n n!

2n 1 1
> - (1+—
n ik n

f1+z)

k=1

a

. n
Exercice 2. [Correction] Soit @ >0. On considére la suite (u,) définie par : VneN, u, = o

0

L’objectif est de montrer que u,
n—oo

. . 3
1. Montrer qu'il existe un rang Np tel que uy41 < Zun
2. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante a partir du rang Ny
En déduire qu'elle converge vers £=0

3. Démontrer que £=0

a

.. n
Exercice 3. [Correction] Soit a >0. On considére la suite (u,) définie par : VreN, u, = o

0

L’objectif est de montrer que u,
n—oo

3
1. Montrer qu'il existe un rang Ny tel que U4 < Zun

2. Fabriquer, a I'aide de la question Q1, une majoration du nombre u,

3. En déduire que la suite (u,)nen converge vers 0

. no(3k4q
Exercice 4. [Correction] On considére la suite (1) en définie par YVneN, u, = Z ln( )

k=1 3k
In(1+03
1. On admet que Ind+0) —1
a 0—0
o . 3k +1 1y 2
Montrer qu'il existe un entier Ny tel que : V k= Ny, In v =In|1+ 3F)S3%

2. En déduire que la suite (u,)nen €St majorée.

3. Montrer que la suite (uy)nen cOnverge.

. Lo (1
Exercice 5. [Correction] On va étudier la suite (U,) définie par YneN, U,=)_ sm(ﬁ)
k=1

sin(0d)

1. On admet que
O oo

1 1 1
Montrer qu'il existe un entier Ny tel : Vk= Ny, sin|—|< - - —.
d 0 0 (kZ) ko kel
2. En déduire une majoration de Uj,.

3. La suite (Up) converge-t-elle ?
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. « o] 1
Exercice 6. On considere la suite (H,,) définie par : VneN*, H, = Z = 1+E+---+ e
k=1

On va montrer que : H, ——
n—oo

In(1+0O
1. On admet que Ind+0 —_—
a 0-0

1 1
Montrer que : Il existe un rang Ny tel que V k= Ny, P > 3 (In(k+1) —1In(k))

2. En déduire que : Hy

+00
n—oo

Exercice 7. [Correction] Soit (u,) la suite définie par
1
O<ui<uy et Vn=l, upyr=uUps1+—Upy.
n

1. Justifier que la suite (uy)nen est bien définie et montrer que la suite (u;) est croissante.

2. On suppose que la suite (u,) converge vers £.
Comme la suite (u,,) est croissante, on a forcément 0<uj <uUp <..<Up<.. </l

S 0
(a) Montrer qu'il existe Ny tel que ¥ n= Ny, alors u, —up—1 = o
n

(b) En déduire une minoration de u,.

(c) En déduire une contradiction. Rappel : La suite harmonique (H,) diverge vers +oo
Conclusion.
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Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

3
. n
> Monotonie de u;, = on On a

3
n 1
VYneN, ups1 - up=dfracn+1)32"+1 — o =gl
Conclusion : up4+1 — Up <0 a partir du rang Ny = 1492, la suite est croissante a partir du rang 14921

i 11"
> Monotonie de u; = — Ona
n!

11
n+1

11-n
n+1

R VL b L

_ B 11"
T (n+1)! n ~ n

VneN, up+1 —upn

n!

Conclusion : up4+1 — up <0 a partir du rang Ny =11, la suite est croissante a partir du rang 11

i 11"
> Monotonie de u;, = — On a
n!

11
n+1

11-n
n+1

ISR S L b L

_ B 11"
T (n+1)! n! n! B

VnelN, Up+1 — Up 7

Conclusion : up+1 — up <0 a partir du rang Ny =11, la suite est croissante a partir du rang 11

2n
> Monotonie uy :( ) On a
n

T m+D!n+ ! nlnl

2n+2 2n 2n+2)! 2n)!
VneN, upt1—un= - = -
n+1 n

_(Z_n)! (2n+2)(2n+1)_1}
nlnl| (n+1)(n+1)

_ 2! [2@2n+1)

_M (n+1) - ]

_@m![4n+2-(n+1)

T oaln! (n+1)

_ @ 3n+1 -

n'n! (n+1) -

Conclusion : VneN, upy1 —up =0. la suite est croissante

2n 1
> Monotonie uz= Y —Ona
k=n+1 k

2n+2 2n -1 1 1
YneN, ups1—un= y, - 3y =
k=n+2 k=n+1

+ +
In+1I I2n+lI I2n+2I
k=n+1 k=2n+1 k=2n+2
_ Haut
T2n+1D@2n+1)

Conclusion : VneN, up+1 —uy =0. la suite est croissante

9/14
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

. . 3
1. Montrer qu'il existe un rang Ny tel que 1,41 < Zun

W 4 (nena2n
N Un+ Upn+ n+1 n
On consideére Qy = 3n—1 OnaQu= 3n L ;na = T

(n+1)“
n
a
(1+l) —»g(1+ﬁ)"‘:g
n—oo 3 3

4
3
2
3
2
30U

1
' i - .2 i
J'applique la def de Qp = /3 avec € 3 >0
2 1
Ainsi ANy tq V n= Ny, Qns[+£:§+§:1

. L 3
Conclusion : il existe un rang Ny tel que Q; <1 = up4] < Zun

2. Montrer que la suite (up)en est décroissante a partir du rang Ny

Pour n= Ny,

3 -1
on a unﬂ—unszun—unzrunso car VneN, up=0

Conclusion : la suite (1) zen est décroissante a partir du rang Ny

En déduire qu’elle converge vers ¢ =0
la suite (un)uen est décroissante a partir du rang Ny et la suite (uy) zen €st positive

Conclusion : LA suite (1) en converge vers € =0
3. Démontrer que £ =0

On va OrdreGrandérer

3
VY n= Ny, un+1s:}un

u
n+1 —o0

- 3
l = A la limite £ < Z[
. . 3
On ré-organise : ¢ < Zﬁ «— (<0
Conclusion : Ona ¢/<0et £=0donc £=0
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

" . 3
1. Montrer qu'il existe un rang Ny tel que u;4+1 < Zun

(n+1)* ann
On considére Qy = L;”“. OnaQu= 1;”“ = gr:; = dm+1)72
3un 3un 3o7 3 na2n+1
2 (n+1\*
- 5( n )
:g(1+l)a_,g(1+ﬁ)“:_
3 n) n—oo 3

1

! i .2 [
J'applique la def de Qy —= /3 avec & 3>0

_— 2 1
Ainsi 3Ny tq Vn= Ny, Qns€+£=§+§=l

. . . 3
Conclusion : il existe un rang Ny tel que Q<1 = up4] < 7ln

2. Fabriquer, a I'aide de la question Q1, une majoration du nombre uy,

3
On a "a la mode géo" : unsZun_l
<3 3
< — | —up_
4|2 n-2
_3 33 3\ Mo
S—..—|-un, | == u
474 |4 No| T\ No

3. En déduire que la suite (up)en converge vers 0

10/ 14



Chapitre 15 : La théorie des suites (Partie 1). 11/14

3\ 3\~ M
Conclusion :onaVn=Ny, 0<uy,< (Z) (4_1) Un,

=Konstante
Le théoreme des 2 gendarmes assure que la suite (up)en converge vers £ =0
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Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

3k+1 1) 2
1. Montrer qu'il existe un entier Ny tel que : Vk= Np, In v: :ln(1+—) < —

On considére

1
T2 O n—co 2

ln(l+i) k
~ 36) _aky (341 1 1)_1ln(+0)
Qk_—2/3k =3 ln(_3k —23 In|1+ 2

. 1
J'applique la définition de Qp — 3 avece=1/5 >0

Lo . 1 1
Ainsi il existe un rang Ny tel que Vk= Ny, Qp <sl+e= 5+§ =1
3’<+1) 2
= ln( 3k $3k

2. En déduire que la suite (up)uen est majorée.

On somme I'inégalité précédent de k= Ny a k=n, CaD la ou elle est valide
noo(gker) Mot no(3k41 nor2

ainsi uy = In = e+ In <K+ —

e Enl5E) B Bl e £

k=1 k=1 k=Nyp
C’est une Somme Géo

Konstante

EtonaOM+...40" =140+ +0%—(1+---+0N"1)

l_DVl+1
=———— —K'onstante

I—Dn+l
<K+2 — K avec 0=1/3
1+0
— —

Attention ¢a dépend de n
1-0 ,

<K+2|——-K
1+0

la suite (uy)en est donc majorée.

3. Montrer que la suite (uy);en coOnverge.

3ﬂ+1 +1

Pour tout neN, on a up+1 —up :1n( YIS

) =ln()=0

1-0

Conclusion : La suite (u)en est croissante, majorée par K+2 1°0

—K') donc elle converge.
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Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

1 1 1
1. Mont il exist tier Np tel : Vk= Ny, sin|— | <> - ——.
ontrer qu'il existe un entier Ny te 0 sm(kz) T
o ~ sin( _ k(k+1) sin@) )
R S U s e
k k+1
- L. o . 1 1 1

OUPS j'ai oublié un facteur 2!!11 en fait c'est V k= Np, sm(—) <2|--—
k2 k k+1

J'applique la définition de "Q; — 1/ " avec e=1/9 >0

Ainsi il existe un rang Np tel que Vk= Ny, Qp <l+e=1/p +1/5 =1
1 1 1
in|—|<2|--—
- Sm(kZ) [k k+1
On somme l'inégalité précédent de k =Ny a k=n, CaD la ou elle est valide

oS (1 o1
ainsi Z sm(ﬁ): Z sm(ﬁ)sz

k=No k=No

2. En déduire une majoration de Uy,.

1_ 1
k k+1

On télescope

1 1 2
S2]—-——|s—
No n+1 No
No-1 1y 2 2
On ajoute les terme qui manquent, ainsi : Uy < Z sin(—) +— =K+ —
k:1 kz N() NO
Konstante

3. La suite (Uy) converge-t-elle ?

. . . . L 2
Conclusion : La suite (un)nen est croissante (facile), majorée par K+ — donc elle converge.

0
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14/ 14
Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. Justifier que la suite (uy)en est bien définie.

On fait "facilement" par récurrence (double) H<ps : le nombre uy se calcule et u; =0
Montrer que la suite (u;) est croissante.

Up-1
Pour tout n=2, on a upy1 —up =

=0
n-1

car Vn,up=0
2. On suppose que la suite (uy) converge vers ¢.

Comme la suite (uy) est croissante, on a forcément 0<uj; <up <..<uUp<..</
(a) Montrer qu'il existe Ny tel que ¥V n= Ny, alors up —upy—1 =

2n
On a "
Oy = Up—Up-1 _ i _2nup-2 20 _,
T L ¢(n-2) n—oo £#£0
2n 2n

> J'applique la def de Qp mz avec €=1>0

Ainsi il existe Ny tel que V= Ny, Qp =l —-e=2-1=1

= Up—Up-1=2

2n
(b) En déduire une minoration de uy,.

On somme l'inégalité précédente de k=Ny a k=n

n n [
Ainsiona Y |up-upq]z ) —
k=No k=N 2K
Télescopage
L 0 0
Ainsi up—un,—12 = Y, — == (Hn—Hyy-1)
2,5,k 2

(c) En déduire une contradiction. Rappel : La suite harmonique (H;) diverge vers +oco

0
Pour tout n= Np, on a : up = up,—1 + 3 (Hn — Hnp-1)

14
ET on sait uN0_1+5(Hn—HN0_1) +00

n—o0
Conclusion : La suite (uy)en diverge vers +oo. Oups car on a supposé que la suite (1) ey converge dans R
I'hyp "la suite (up),en converge est fausse"
Conclusion.

La suite (up)en €st croissante et ne converge pas dans R

Conclusion : la suite (uy)en diverge vers +oco
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