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e
Exercice 1. [Correction] On consideére la suite (I,,) définie par: Vn €N, I, = /
1

1. Justifier que la suite I,, est bien définie et calculer I

b
Rappel : L'intégrale / f(z) dz se calcule Ssi la fonction f : x — f(x) est continue sur [a, b

-1
2. Montrer que Vn €N, I,,11 = — + (n+ 1)I,.
(&

3. Convergence de la suite (1,,).

(a) Etudier la monotonie de la suite (I,,).
En déduire que la suite (I,,) converge vers une limite £ > 0

(b) Montrer, a I'aide d'un RA, que £ =10

4. Convergence de la suite (I,,) par une autre méthode

(a) Montrer que la suite (I,,) converge vers une limite £ > 0
b
(b) A I'aide du changement de variable ¢ = In(z), montrer que : Vn € N, I, = / t"g(t)dt

a
ol g est une fonction a préciser, ainsi que les nouvelles bornes de I'intégrale.

1
(c) Montrer que : VneN, 0< 1, < o
En déduire que : la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.
Qn

5. Montrer que, pour tout n € N, il existe un entier a,, telle que : I,, = n! — —.
e

6. A I'aide de la question Q4c, montrer que Vn > 2, a, = le.n!]

Exercice 2. [Correction] On va étudier la suite (U,) définie par Vn € N, U, = cos (2").

neN

1. Montrer que la suite (U,) vérifie la relation de récurrence : Vn € N, Uniq =2 (U,)* — 1
2. Déterminer les limites possibles de la suite (U,)

3. On suppose que la suite (U,,) est converge vers 1.
On admet que Vn, U, # 1.

On va étudier la suite (V,,) définie par V,, = |U,, — 1| = |U,, — L|

. Un -1 , . .. Vn
(a) Simplifier =1~ En déduire la limite —2
Un - n

(b) Montrer que : 3Ny € N tel que Vn = Ny, Vi1 =3V,

(c) En déduire que la suite (V},) diverge vers +o0.

(d) Que peut-on conclure?

-1

4. On suppose que la suite (U,,) est converge vers L = -

-1
On admet que Vn, U, # -

) -1 1
En utilisant la suite (W,,) définie par W,, = |U,, — L| = ‘Un — ()’ = ‘Un—i— —| et en suivant la méme

2 2

démarche, montrer que I'hypothése est absurde.

5. Montrer que la suite (U, )nen est chaotique



Exercice 3. [Correction] Soit (u,) une suite de réels non nuls. On lui associe la suite (p,,) définie par
n
VYn>1, p,= Huk = ULUY . . . Upy.
k=1

On dit que le produit (p,,) converge Ssi la suite (p,,) converge vers £ € R ET en plus ¢ # 0.
Sinon on dit que le produit (p,,) diverge.

1. Un petit résultat et sa réciproque.

Pn

(a) Simplifier le quotient . En déduire que

Pn-1

Le produit (p,) converge vers £ O} = [ La suite (u,) converge vers 1

(b) Etude de la réciproque

= 1
On considére le produit (p,,) défini par : Vn € N*, p, = H <1 + k)
k=1

i. Calculer p,.

ii. La produit (p,) converge-t-il ? La réciproque de la question 1.a est-elle vraie?.
2. Un exemple avec des puissances. On considere un réel a > 0 et que a # 1.

n
On consideére le produit (p,,) défini par : Vn € N*| p, = H (1 + a2k>
k=1
1—a2""
1—a?

(b) Est ce que le produit (p,) converge?

(a) Montrer que .V n € N*, p, =

3. Un exemple avec de la trigo. On considére un réel a € |0, 7].

n
On consideére le produit (p,,) défini par : Vn € N*, p, = H cos ;ik

k=1
On va étudier la suite (g,,) définie par Vn € N*| g, = p,.sin 2%.
1
(a) Montrer que g1 = ggn

(b) En déduire que le produit (p,,) converge et calculer sa limite.

4. Un exemple avec des intégrales.
Soient le produit (p,,) et la suite (S,,) définis par : Pour tout n € N*

Pn = H \IC/E et S’n, = n .
k=1

k
k=1
< I . . Inx
(a) Etudier les variations sur [3,4occ[ de la fonction f définie par f : 2 — f (z) = —
x
k)-‘rll Ink
(b) En déduire que : Vk > 3, / nr dr < il
k T k
Inz

(c) Déterminer une primitive sur [3, +oo[ de —.
x
En déduire une minoration de S,, puis que la suite (S,,) diverge vers +oo.

(d) Exprimer le nombre p,, en fonction du nombre S,,. En déduire la nature du produit (p,)
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Exercice 4. [Correction] On va étudier la suite (U, ),y définie par Vn € N, U, = cos (2").

1. Montrer que la suite (U,) vérifie la relation de récurrence : Vn € N, Uy, =2 (U,)*> — 1
2. Déterminer les limites possibles de la suite (U,)

3. On suppose que la suite (U,,) est converge vers 1.
On admet que Vn, U, # 1.

On va étudier la suite (V) définie par V,, = |U,, — 1| = |U,, — L|

+1 — Vn+1

n 1 . -
a) Simplifier v . En déduire la limite

(2) U,—-1 Va
(b) Montrer que : 3Ny € N tel que Vn > Ny, Vi1 >3V,
(c) En déduire que la suite (V) diverge vers +oc.
(d) Que peut-on conclure?
-1
4. On suppose que la suite (U,,) est converge vers L = -5

-1
On admet que Vn, U, # -5

-1 1
En utilisant la suite (W,,) définie par W,, = |U,, — L| = ‘Un - ()’ = ‘Un+2

2
démarche, montrer que I'hypothése est absurde.

5. Montrer que la suite (Uy,)nen est chaotique

Exercice 5. [Correction] On considere les suites (4, )nen €t (vn)nen définie pour n € N* par

et v, =1In(uy)

n 1
1. Montrer que : Vn € N*) v,01 — v, =In (u+1> =1- (n—i— ) In (1 + )
n

V2ot 1 +1
2. Soit a > 0. Montrer, a I'aide d'un DES, que : / — — =ZIn (a f)

_1/2 a27t2 a a*i
11 t2 b
3. Déterminer a,b tel que : ¥Vt € |—=,=|, ———— =0+ ———5——
22 1)’ 2 1)’ 2
=) —t =) —t
<n+2> (n+2)
1/2 t2

En déduire que : Vn € N*, / —
—1/, n—|—1 2
2

2
11 1
4. Montrer que : Vn € NVt € {—272} , n(n+1) < (n+2) —¢?

1 /1 1
En déduire : Svp—vpi1 < — (= —
n déduire : Vn € Nx, 0 < vy — Upg1 5 <n n—i—l)

et en suivant la méme

5. En déduire que la suite (v,),en converge, puis que la suite (uy,)nen converge vers une limite K > 0

. , , n!
Conclusion : On a démontré que : ——— —— K >0

) Vi o



Exercice 6. [Correction] Soit (un),cy €t (vn) deux suites réelles définies par :

neN

Up + Up
2

Upt1 = /Unt1 Un Il n'y a pas d’erreur d'indice.

Un+1 =
O<ug<wvy et VnéeN,

1. Convergence des suites (u,)nen €t (Un)nen

(a) Montrer que : Pour tout n, les nombres u,, et v,, existent.

(b)

(c) Montrer que : Vn €N, |vp41 — Upy1| < %h}n — Up|.
)

(d

2. On va calculer ¢, la limite commune de (u,)nen €t (Upn)nen-

Montrer que la suite (un)nen est croissante et que la suite (vy,)nen est décroissante.

Montrer que les suites (uy,)nen €t (v )nen convergent vers la méme limite.

(a) Montrer qu'il existe un un unique o € ]O, g [ tel que cos(a) = U0/q,
= ! a
(b) Montrer que : Vn € N*, v, = vy H cos (27) et u, = v, X cos (27)
k=1

S . « . . -
(c) On considere p,, = v, X sin (27) Montrer que la suite (p,,) est géométrique.

En déduire une simplification du nombre v,, puis la limite de la suite (v, )nen-

Exercice 7. [Correction] On consideére les suites (ay,) et (by,) définie pour tout n € N, par

Bl B
an :/ (cost)"dt ET b, :/ t? (cost)™ dt
0 0
1. Autour de la suite (ay,) .

(a) Calculer as.

(b) Montrer que la suite (a,,) converge vers une limite £ > 0

+1
(c) En écrivant cos™"2(t) = cos(t) cos™ ! (t), montrer que : Vn € N, a0 = Z+ 5n
(d) Montrer que : Vn eN, (n+1)apt1an = g

en déduire que : £ =10

2. Comparaison entre asg, et by,

(a) Montrer que : Vt € [0, g} , sint > —t.
™

71_2

(b) En déduire que : Vn € N, 0 < by, < Z(

A2pn — Q242 ) .

ban
(c) En déduire que : =% — 0.

agy N—00

3. Un joli résultat.
(a) Montrer que : VnN, agpia = (2n+ 1)(n+ 1)ba, — (2n + 2)(n + 1)bapo

1 b n b n
(b) En déduire que : Vn € N, ———— < 2 2 +2)
(TL+ 1) 2n a’2n+2

1
(c) On consideére la suite (S,,) définie par : Vn eN, S, = Z e

71_2

Montrer que S,, —— —
n—oo 6



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Justifier que la suite I,, est bien définie et calculer I

. In"(x) .
Comme la fonction : 2 — ——— est continue sur [1,¢],
x
e
L, In"(z
I'intégrale I,, = / g ) dx se calcule
x
1

€ e
10:/ %da}:[_—l} :1—1
LT z 11 e
—1
2. Montrer que Vn €N, I, = - + (n+1)I,.

n+1(x)

e
In
Pour tout n € N, on a I,41 = / dx.
1

22
On fait une IPP avec

u=Mm"""(z) ~ u = é (n+1)In" ()

3. Convergence de la suite (I).

(a) Etudier la monotonie de la suite (I,).

51 n+1 51 n
Pour tout n € N, onaIn_HfIn:/ ni(m)dmf/ n”(z) dz
1 1

72 72

— /E In" (z) n(z) —1] dz <0

xr2
—_
>0 sur [1,€]

Conclusion : La suite (Iy est dé-croissante.

—]
<0 sur [1,€]

En déduire que la suite (I,,) converge vers une limite £ > 0
In"(x)

22
—
>0 sur [1,e]
Conclusion : La suite (/) est positive et dé-croissante donc elle converge vers une limite £ > 0
(b) Montrer, a I'aide d’'un RA, que £ =0
On fait une RA. On suppose que ¢ # 0
On sait que I, — £. On va Ordegranderer

n—oo

dzx

e
PourtoutnEN,ona:In:/
1

-1
In+1 = 7 + (TL + 1)["
Inyg —— ¢ — (=00 OUPS

n—o0

%14_(714_1)]” —>_—1+(+oo)6200car€;é0

n— oo (&

Conclusion : £ =0

4. Convergence de la suite (I,) par une autre méthode

(a) A l'aide du changement de variable ¢ = In(x)

e 1
1 n
On fait le changement de variable et on obtient : I, = / & gx) dr = / t"e " dt
1 7 0

1
n+1°

(b) Montrer que: Vn e N, 0< I, <

> Pour tout t € [0, 1],

0<e—t<e ®=1ainsiona0<t"e?

<t
> On integre l'inégalité det =0at=1

1
Ainsi 0 < I, << / t" dt
0

1

n
En déduire que : la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.

Le théoréme des 2 gendarmes conclut facilement



g . a
5. Montrer que, pour tout n € N, il existe un entier a,, telle que : I,, = n! — —=.
e

. . S . a
On fait par récurrence H.,~ : il existe un entier a,, telle que : I, = n! — ==

e
Initialisation n = 0

1 . .
Comme Ip =1 — = donc ag = 1 convient et H.o~ est vraie
e

Hérédité On suppose Hc<p>

On va montrer Hepq1>
-1
Onalyi1 = - +(n+ I,

=it [ - 22]

:(n+1)|,(n—’—l)$—"_1

Je choisis ant1 = (n+ Dan + 1.

C’est bien un entier qui convient, CaD I,41 = (n+1)! — 4nt1l  Conclusion : Hop 1> est vraie
6. A l'aide de la question Q4c, montrer que Y n > 2, a, = |e.n!]
An 1
(0] I, =nl——et0< I, < ——
na n o et0<n< T
o an 1
Ainsi lorsque n > 2, ona 0 < n!l — — <
e n+1
On ré-organise
e
<~ 0< ) —an <
Se(nt) —an < n+1
e
an <e(nl) <an+ ]
e 3
Ore= 2.71 < 3 donc < —=1
n+1 2+1

<~ an<e(n!)<a,+1
Conclusion : Vn > 2, a, = |e.n!|



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Montrer que la suite (U,,) vérifie la relation de récurrence : Vn € N, U, 11 =2 (Un)?> — 1

Pour tout n € N, on a Uy, 41 = cos 2" 1!

= cos (2.2")
=2cos® (2") —1=2(U,)* -1
2. Déterminer les limites possibles de la suite (Uy)

Comme Un4+1 = f(Uy) et la fonction f est continue, on sait que les limites possible de la suite (U, ) sont solution
de I'équation L = f(L)

L=f(L)

— L[=2[°-1 < L:%louLzl

Il'y a donc deux limites possibles L = %1 ouL=1

3. On suppose que la suite (Uy,) est converge vers 1. (On admet que U, # 0).

. n -1 A . i n
a) Simplifier Unt . En déduire la limite Vi1
—1
Ona Unti—1 _ 2(U,)? -2 :2(Un)2—1
Up,—1 U, -1 U, -1
a? —v?
= =2Un+1) ——2(1+1) =4.
Un - 1 n—o0o
Ainsi on a V‘n/:l = ’U{]L:l__ll‘ =2(Un +1)| PR [4] = 4
(b) Montrer que : 3Ny € N tel que Vn = Ny, Vpp1 =23V,

M——»4::1vecz—:zl>0

n n— oo

On applique la définition

Vn +1
Va

Ainsi il existe Ng, Vn > Np, >l—e=4—-1=3
(c) En déduire que la suite (V;,) diverge vers +oo.

On a "a la mode geo"

(d) Que peut-on conclure?
On vient de montrer que : V,, ——— +0c0
n— oo

MAIS on a supposé que U, — 1 donc V,, = |U,, — 1| —— —1 — 1| = 0 OUPS
n—oo

n—r00

Conclusion : La suite (U,) ne converge pas vers 1
4. On suit la méme démarche en étudiant la suite W,, =

W,

Sl —2(=2

1 1
U"‘(‘i)‘_‘U"J“E’
Wn n— oo

Ainsi A partir du rang N1, on a W41 > 1.5 W,
Puis a la mode géo W,, —— 400

n—oo

MAIS on a W,, —— 0 donc c’est donc OUPS

n—oo

On trouve que

Conclusion : (Uy) ne converge pas vers -

5. Montrer que la suite (U, )nen est chaotique
La suite (U,) ne converge pas dans R
La suite (U,) est bornée (car Va € R, —1 < cos(z) < 1) donc elle ne diverge pas vers oo
Conclusion : la suite (Uyn)nen est chaotique.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

1. (a) Simplifier le quotient -
Pn—1
On a facilement Pn_ _ Un
Pn—1

En déduire que [ Le produit (pn) converge vers ¢ # 0} = [ La suite (un) converge vers 1

On suppose que p, — £#0
n—-+oo

On veut montrer que u, —— 1

n—oo
1
On a Pnt1 _ Un41
Pn
. Y4
Ainsi on a u, = Pn e =1

Pn—1 n—oo 2car L#0 N
(b) Etude de la réciproque

On considére le produit (p,) défini par : Vn € N*, p, = H (1 + %)
. k=1
i. Calculer py,.

On a facilement p,, =

—
—
ol
=+
—_
~—

(n+1)

X X . X

=n+1——> +4o0.

n— 0o

ii. La produit (p,) converge-t-il ? La réciproque de la question 1.a est-elle vraie ?.

=N ﬁ
N W

Onapp,=n+1—— 400

n— oo

1
On a doncici u, =1+ — —— 1 et le produit (p,) ne converge pas

N n—oo

Conclusion : La réciproque est fausse car cet exemple est un contre exemple

2. Un exemple avec des puissances. On considére un réel a > 0 et que a # 1.
TR . Jr * - 2k
On considére le produit (p,,) défini par : Vn € N*,| p, = H (1 +a )
k=1
1 _ a2n+1
1—a?
On fait par récurrence gn+1

(a) Montrer que :Vn € N*, p, =

Initialisation n = 1.

facilement p1 = 1 +a” et = =1+d°
On a facilement p; +a” e a2 T = a2 +a
Donc H<1> est vraie
1 _ a2n+1
Hérédité. On suppose H (n), CaD p, = o
—a

On veut montrer H (n + 1), CaD

12" T2
P+l = —G 2

n+1
k n+1
Onapn+1=H(1+a2):an(1+a2 )
k=1
2'n.+1

_ 170/2 (1+a2n+1>

2 2n+1 2
17— |a 122"t 2t
= = Fini
1—a? 1—a? 1—a?

(b) Est ce que le produit (py,) converge?



_gnl —a?" [1 + 0(1)]

. 1—a

Sia>1, p, = T oo a2 — 4oocarl—a?<0
L 1[1%(1)} . )

R R e s R

3. Soit a un réel tel que a € ]0,7[. On considére le produit (p,) défini par

n

pn:Hcos%

k=1
On considére la suite (gn) définie par g, = py.sin ;in.

1
(a) Montrer que gn4+1 = 39n

. * a
Ona: gnt1 = Pr1-8in oo
_ a .a
= Dn COSW SIHW

Or on sait que cosasin 3 = % [sin (a + B) — sin (a — B)]

Ainsi a a _17. a _ a
Inst on a COSWSlnﬁfi SIHQT—SIHO 7§Sln2in
1 . 1
= —Pp.Sin — = =g,
P S on = 99
(b) En déduire que le produit (p,) converge et calculer sa limite.
On a maintenant : = 1 = = (l)n_l = (l)n_l cosgsing = (l)nsina
.gn—2gn— ..... =3 g1 = 5 5 5= \3
Ainsi on a p, = Laa On a maintenant
2™ sin o5
sin a sina sina sina
= [1+4+0(1)] — # 0.

P = onsin & nSee 2021+ 0(1)] ntes @
4. Soient le produit (py) et la suite (S,) définis par
n

pn:HW et Sn:zn:%.
k=1

k=1

L . . Inz , .
(a) On étudie la fonction et on conclut que la fonction f: z — f (z) = —— est dé-croissante sur [3, +00]

M ng Ink
(b) En déduire que : Yk > 3, / —dx < & On suppose que k > 3

> Pour tout ¢ € [k, k + 1]

On a 1117:0 = f(z) < f (k) carlafonction f est décroissante, ici k > 3
< Ink

Sk

> On intégre I'inégalité sur [k, k + 1]

Fn g FHn g
Ainsi / —dz < / ——dt = base X hauteur
k € k k _Ink

k

1
(c) Déterminer une primitive sur [3, +oo[ de 2L
T

M

Ona: 2% _g., (In2)
x 2




On somme l'inégalité précédente de k = 3 ak=n

" Ink " Ik
Ainsi S, = & > L+ +Z/ Tdt

k=1 k=1 k=2  k=3"’F
Inl In2 " nk
>t ne =%
=TT +/3 k

In2 1. 5 nt
> — —
z = +[21n (k)L
1112 1 2 1 2
> — — S

> = +21n (n+1) 2ln (3)

1
> Constante + 5 In® (n+1)

— 400, on a bien S, — +oo.
n—-+oo n——+oo

Comme Constante + %ln2 (n+1)

(d) Exprimer le nombre p, en fonction du nombre S,,. En déduire la nature du produit (p»)

On a
Pn = H Yk = H(k’)% = I_Ieklnlc = exp <Zklnk> = 5n
k=1 k=1 k=1 k=1
Ainsi P, = " —— 7 = 4.

n—o0o



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Montrer que la suite (U,,) vérifie la relation de récurrence : Vn € N, U, 11 =2 (Un)?> — 1

Pour tout n € N, on a Uy, 41 = cos 2" 1!

= cos (2.2")
=2cos® (2") —1=2(U,)* -1
2. Déterminer les limites possibles de la suite (Uy)

Comme Un4+1 = f(Uy) et la fonction f est continue, on sait que les limites possible de la suite (U, ) sont solution
de I'équation L = f(L)

L=f(L)

— L[=2[°-1 < L:%louLzl

Il'y a donc deux limites possibles L = %1 ouL=1

3. On suppose que la suite (Uy,) est converge vers 1. (On admet que U, # 0).

. n -1 A . i n
a) Simplifier Unt . En déduire la limite Vi1
—1
Ona Unti—1 _ 2(U,)? -2 :2(Un)2—1
Up,—1 U, -1 U, -1
a? —v?
= =2Un+1) ——2(1+1) =4.
Un - 1 n—o0o
Ainsi on a V‘n/:l = ’U{]L:l__ll‘ =2(Un +1)| PR [4] = 4
(b) Montrer que : 3Ny € N tel que Vn = Ny, Vpp1 =23V,

M——»4::1vecz—:zl>0

n n— oo

On applique la définition

Vn +1
Va

Ainsi il existe Ng, Vn > Np, >l—e=4—-1=3
(c) En déduire que la suite (V;,) diverge vers +oo.

On a "a la mode geo"

(d) Que peut-on conclure?
On vient de montrer que : V,, ——— +0c0
n— oo

MAIS on a supposé que U, — 1 donc V,, = |U,, — 1| —— —1 — 1| = 0 OUPS
n—oo

n—r00

Conclusion : La suite (U,) ne converge pas vers 1
4. On suit la méme démarche en étudiant la suite W,, =

W,

Sl —2(=2

1 1
U"‘(‘i)‘_‘U"J“E’
Wn n— oo

Ainsi A partir du rang N1, on a W41 > 1.5 W,
Puis a la mode géo W,, —— 400

n—oo

MAIS on a W,, —— 0 donc c’est donc OUPS

n—oo

On trouve que

Conclusion : (Uy) ne converge pas vers -

5. Montrer que la suite (U, )nen est chaotique
La suite (U,) ne converge pas dans R
La suite (U,) est bornée (car Va € R, —1 < cos(z) < 1) donc elle ne diverge pas vers oo
Conclusion : la suite (Uyn)nen est chaotique.



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. Montrer que : Vn € N*, v,01 —v, =In (M) =1- (n+ %) In (1 + l)
Un, n

C’est un calcul classique

1/2 1
1 1 + 3
2. Soit a > 5 Montrer, a I'aide d'un DES, que : / _dr =—1In (a f)

a? — 2 a

_1/2 a_§
1 -1 2/ 2/
1 = =y —
Pour ¢ > /2’°naa27t2 (t—a)t+a) (t+a) (t—a)

Ainsi on a

1/2 dt 1/2 2/CL 2/CL
Sl = P P
., a L, (e (-

2 2
{fln\t+a|—fln|t—a|}
a a

1/2

—1/2

%([1n|1/2 +a{ fln|1/2 faH o [ln}—l/g +a| 71n|—1/2 faH)

Rappel : |_1/2 —a| = |1/2 +a| et |_1/2 +a| = |1/2 —a’

%(2ln|1/2 —|—a| —ln|1/2 —a|)
1. [1/2 +a4|

= In—m—m
@ |2 ~d

De plus a > 1/9

1
:11n<a+?>
a a—5

) . 11 t? b
3. Déterminer a,b tel que : Vt € [—7,7}, 5 =a+ 5
272 (n—i—%) —t2 (n—l—%) —t2
11
Pour tout t € [—5, 5}, on a "facilement" :
t? P () (n+ )
N
(n+3)
=1+ 2
() -
1/2 £2
En déduireque:VneN*,/ #dt:vn—vnﬂ
e (ntg) -
Pour n € N*, on a
/2 2 1/2 n+ 2 2
/ v . dt/ 1+ ( - 3) dt
o (n+%) e S (n+3) -
n—i—l 1
1\? 1 2 "9
7714’(?744’5) n+111’1 n+1_1
2 2 2
(o (")
2 n
1 1
:—1+(n+7)ln(1+7)—vn—vn+1
2 n
. 11 1\2 5
4. Montrer que : Vn € NVt € {—5,5} , n(n+1) < (n+§) —t



I

11
Pourn e N ett ¢ [—5 5},ona

2
{(n—&—;) —t2:| —n(n—!—l):nQ—i—n—l—%—tQ—nQ—n

:i—t220 carte[——;,%}
En déduire : Vn e N*, 0 < v, — v <i(l, 1 )
- 9 X Un n+1\12 n n 1
1/2 £2

Pour n € N*, on a d'une part v, — Vnt1 = /

1 2
Vi (ntg) e

—_
20 sur[—1/2,1/2]

/2 2
Et d'autre part v, — Vny1 = / I

l/ 1 2
2 — 7t2
("+2)
1/2 2
<[ ha
L1y, n(n+1)

371/2
nn+1) | 3 i/,

1 1 1 (1 1 )
K—w—F—F—==2(—-—
12 n(n+1) 12\n n+1
5. En déduire que la suite (vn)nen converge
On vient de voir que Vn € N*, v,401 —v, <0
donc la suite (v, )nen est décroissante

On va montrer qu’elle est minorée.

On somme l'inégalité de la question Q4 de k=1ak=n—1,

n—1 n—1
1 1 1
Ains on 3 3 ox =] < 53 |1 = 73
k=1 k=1
On télescope et on obtient : v1 — v, < 1 [1 — l} < 1
P TS 12 n) S 12
* 1
Conclusion : On ré-organise ainsi Vn € N°, v, > v; — D)

La suite (vn)nen est dé-croissante et minorée donc elle converge vers £

puis que la suite (un)nen converge vers une limite K >0

¢
On a v, = In(u,) donc u, = e’ —— e
n—o0

La suite (un)nen converge vers K = et >0

: ) ) n!
Conclusion : On a démontré que : ——— ——— K >0

(%)n \/ﬁ n— oo



Solution de I'exercice 6 (Enoncé)
1. Convergence des suites (un)nen €t (Upn)nen.
(a) Montrer que : Pour tout n, les nombres u, et v, existent.
On montre par récurrence H.,~ : les nombres u,, et v, existent et sont positifs.
(b) Montrer que la suite (un)nen est croissante et que la suite (v, )nen est décroissante.

Pour tout n EN, on a

Up, + Un Un — Un
Un4l —Un = ——(F—— —Up = —(F——

2

Un+1 — Un = \/Un+1Un — Un

_ on 2 — Un) _ Up(Un — Vn)

v/ Un+1Un + Un o A/ Un+1Un + Un v/ Un+1Un + Un B 2('\/un+lvn + Un)

, Un + VUn
Unt1Vn = (Un)” _ Un(Unt1 —vn) _

‘ Les signes dépendent du signe de (vn, — ur) ‘

On démontre "facilement" par récurrence que : Heps : 0 < upn < vn
Conclusion : La suite (un)nen est croissante et la suite (v, )nen décroissante.

1
(c) Montrer que : Vn € N, |vpt1 — tny1] < i\vn — Un|.

Pour tout n EN, on a

[Un41 = Unta| = |\/Un 100 — Unia
= [Vunt1 (Vvn — V/tn+1) |
Un — Un+1
_ VUn+1
Vo T it
< Vinid
0+ it

(d) Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen convergent vers la méme limite.

Un, + Un
2

‘vn B

Un — Un

2

*l\v — Un|
_2 n n

On va montrer que les suites sont adjacentes.
On a déja les monotonies respectives
De plus, "A la mode géo", on a que Vn € N, |v, — uyn| < 2% |vo — wo|
Conclusion : Le théoréme des gendarme assure que v, — u, — 0, le suites sont adjacentes et
donc convergent vers la méme limite. e
Autre méthode possible.

Comme la suite (un)nen est croissante et Vn, u, < v, < vo,
Donc la suite (un)nen converge vers £
De méme la suite (vn)nen est dé-croissante et V n, v, = un = uo,

. /
Donc la suite (vn)nen converge vers £
Un + Up

On OrdredeGrandere la relation up1 = 3

Conclusion : £ = ¢’

2. On va calculer £, la limite commune de (un)nen €t (Un)nen.

(a) Montrer qu'il existe un un unique « € }0, g [ tel que cos(a) = U0 /4,
La fonction Cosinus réalise une bijection de }0, g [ sur |0, 1]

Comme o/, €0, 1], I'équation cos(X) = U0/, admet une unique solution dans }0, g [

n

b) Montrer que : Vn € N*, v, = vo | | cos L) et wn = vy X cos [ — ).
2k 2n
k=1



n
. , «@ a
On fait par récurrence Hep> : vy = vo | I cos o et u, = vy X COS o

k=1
Initialisation n = 1
Ona:u = ug + vo _ Vo COS(O&)-F’UQ
2 2
1
- % — v COSQ(%)
V1 = /Uu1.v0 = 1/ V0 COSZ(%).’UO
Vo cos(%)‘ =9 cos(%) = g Hcos (%)

k=1

. a @
Ainsi on a u1 = vg c052(§) = COS(E)
Hérédité On suppose que H > est vraie
On suis la méme démarche que l'initialisation
s . (e}
(c) On considére p,, = v, X sin (—)

277.
Montrer que la suite (p,) est géométrique.

En déduire une simplification du nombre v,, puis la limite de la suite (vn)nen.



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
On consideére les suites (ay) et (b,) définie par

o= [
0

T
(a) Calculer az. On a ap = 5@ = 1 et

N
[NE)

(cost)"dt ET bn:/ t* (cost)™ dt
0

1. Autour de la suite (ay) .

z
az = / (cost)®>dt ET (cost)? =CC = % (cos(a + b) + cos(a — b)) = %
0
(b) Montrer que la suite (a,) converge vers une limite £ > 0

Pour tout n € N, on a
> Upt1 — Gn = intog (cost)™t dt — intog (cost)™ dt = intog (cost)

L
>0 sur [...] <0 sur [...]

"I (cos(t) — 1) dt

Donc la suie (ay,) est dé-croissante
3
> ap = (cost)™ dt
0 b
>0 sur [...]
Donc la suie (an) est dé-croissante
la suite (an) converge vers une limite £ > 0
- n+1
(c) En écrivant cos™?(t) = cos(t) cos" ™' (t), montrer que : Vn € N, any2 = e
n

Conclusion :

n

On fait une IPP et en écrivant C""2 = C.C™ "', puis on utilise S =1 — C?
(d) Montrer que : Vn €N, (n+1)ant1an = g
On fait une récurrence
en déduire que : £ =0
On fait un RA. On suppose que a, —— £ >0

n— 00
™

On Ordregrendere la relation (n + 1) ant1a, =

|

2. Comparaison entre az, et bay,.
s . 2
(a) Montrer que : Vt € [0, 5} , sint > —t.
T

On étudie la fonction h : t — h(t) = sint — z15
T

7T2

(b) En déduire que : Vn € N, 0 < b2, < T (a2n — G2n+2).

> Pour tout ¢t € {0, g] on a

N

— t° (cost)®" < % (sint)? (cost)®"

> On integre I'inégalité sur [0, g}
2

3 3
Ainsi ba, :/ t* (cost)®™ dt </ % (sint)? (cost)®" dt
0 0

Puis on utilise S?=1-C?

(c) En déduire que : b

azn n—oo



Pour tout n € N, on a: 0 < ba,, < T (az2n — a2n+2)
b n 2 n
:0<L<L(1,M> car asn>o
a2n 4 a2n
ban 2 2n +1
:ogigl( n ) D’aprés Qlc
a2n 4 2n

2 2
2n +1 m
C — (1 — ) — — (1-1)=0
omme 4 2n n— 00 4 ( )
on peut conclure avec le théoreme des 2 gendarmes

3. Un joli résultat.

(a) Montrer que : V1N, aznt2 = (2n+ 1)(n + 1)ban, — (2n + 2)(n + 1)ban+2
On fait une IPP

w3

aznt2 = (2n + 2) / tsint (cost)* ! dt
0

On fait une autre IPP

a2n+2

ol = (27’L+ 1) bay — (2n+2) b2n+2

(b) En déduire que : Vn € N, % =9 ban _ ban+2
(n+1)

a2n a2n+2

Par un calcul facile, on trouve
1 b2n _ b2n+2
(n+1)° G2n  A2n+42

(c) On considére la suite (Sy,) définie par : Vn e N, S, = Z k%

k=1
2
s

Montrer que S,, —— —
nooo 6

Avec un télescopage, on obtient que

2

1 bon bo
— 2— —2— — 2— —-0=—
z_: k2 ao A2n n—+oo Qg 6



