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1 R-espace vectoriel.

1.1 Un peu de théorie.

Définition 1. Produit par les scalaire, Addition
Soit E un ensemble.
> On dit que E est muni d'un "produit par les R-scalaires ”

Ssi il existe une fonction, notée ©, de K x E a valeurs dans E

CaD Pour tout ¥ € Eet A€ K, on peut calculer 1. X et 1. X € E.

> On dit que E est muni d'une addition
Ssiil existe une opération, notée &, de E x E a valeurs dans E

CaD Pour tout ¥, x' € E, on peut calculer X + x’ et ¥ + x’ € E.

a les vecteurs du plan : on peut calculer A e A et 1 + s[4
p] Y plan:ohp 2] |2a 2] 4] |6

>AvecA:(Z 2)lesmatrice52x2:onpeutcalculer)t( ! 3):( A 3A)et(1 3)+(2 4):--~

Exemples :

> Avec

2 4 20 47 2 4 3 5
> Avec P = P(X) les polynomes : on peut calculer A(2X> — X +2) =24 X°> ~ A X +21 et 2X° - X +2) + (X®-5X+2)=---

> Avec f:R— Rles fonction: on peutcalculer A- fet f+g

Définition 2. Espace vectoriel.
Soit E un ensemble et K un corps.
On suppose que E est munit d'une addition, notée +, et d'un produit par les K-scalaires, notée -.

On dit que (E, +,) est un K-espace vectoriel Ssi

> (E, +) est un groupe commutatif.
les éléments de E sont appelés les vecteurs et on les note parfois
Le neutre est noté Or ou ()—1;, c’est le vecteur nul.
Lopposé de u est noté — 1.

> La loi -, produit par les scalaires, doit vérifier: ¥V u, v € Eet VY A, u € K
-lu=1u

Exemples :
> Le modele : Lensemble des vecteurs du plan est un R-espace vectoriel.
> L'ensemble des matrices carrée 2 x 2 a coefficient dans R est un R-espace vectoriel.
> L'ensemble des polyndmes a coefficient dans C est un C-espace vectoriel.
> L'ensemble des fonctions de Z a valeurs dans <7 est un R-espace vectoriel.
> L'ensemble des suites est un R-espace vectoriel.

Théoréme 3. Formulaire complémentaire.
Soit (E, +,.) est un [K-espace vectoriel.

>VA d,ona(-Du=-uet—-A.U)=A.(-u)=(-N).u
>VZi,ona: A.0=0 e 0U=0

Etaussil.Zi=0 = A=0ouzi =0
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1.2 Combinaisons Linéaires.

Définition 4. CL ou Combinaison Linéaire
Soit (E, +.) un K-espace vectoriel et i, U, uj, U3, ..., Uy, des vecteurs de E et A, 1, A1, ... des scalaires.

On appelle Combinaison Linéaire une somme FINIE de vecteur pondérée par des scalaires de K.

par exemple

AU+uv ou au+PV+yw ou Auy+Arlup+...+Anliy

Théoréme 5. Manipulation des CL
Regrouper des vecteurs, CaD A7 +uv = Truc

—_ — — —_
Décomposer un vecteur, CaD A=..i +...j +..k.

Exemples de décomposition.
>Ona:z=a+ib=al+bieta+bV2=al+b.v2.

X 2+3z 2 3
>Ona:| y |=| -1+z |=| -1 |+z] 1
z z 0 1
a+2b a a 1 1 1 2 0 0
>Ona: a b b |=al 1 0 b |+b] 0 1 1
a b b 1 0 0 01 1

>Ona:2X3+3Xx+1=2.xX3+3.x'+1.x°

CaD un polynome est une CL des monome X°, X1, ., x*, ..., X192 .

1 1
>V x, cos(2x)cos(3x) = > cos(2x+3x)+ > cos(2x—3x)
CaD la fonction cos(2x) cos(3x) est une CL sur des deux fonctions cos(5x) et cos(x)

> Soit (14y) zen €St une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
alors (en général) il existe r, ', Let utel que: VneN, u, = Ar" +u(r)"

CaD la suite (uy) nen est une CL des deux suites (r™) pen et (F)™) nen

1.3 Listes espace vectoriel usuel

Dans un Esp Vect usuel, les vecteurs ont une notation usuelle et une forme usuelle ‘

> Les espaces vectoriels de vecteur "colonne" R? R% R*...R". | >Les espaces vectoriels de matrices 4> (R), 43[R),..., 4, (R)

x
Uerd scrive 1) =
Ona:UeR’, onpeut écrire U = Jz/ Ona:Meﬂg(R),onpeutécrireM=(Z 2)

> Les espaces vectoriels de polynéme Ry [X], R3[X],...,R, [X] et aussi R[X]
En classe.

> Les espaces vectoriels de fonction, noté ¢ (2, ) ou .% (9, <)

Ona: fe % (Z,47),alors| f est une fonction de 2 a valeurs dans R
etVxe Z,lenombre f(x) se calcule.

> Les espaces vectoriels des suites, noté R™

Ona: ueR™, on peut écrire u = (1) pen = (U, ULy +vey Usgly ovy U492 -.2)
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1.4 Les sous espaces vectoriels.

Définition 6. Sous-espace vectoriel ou ssev
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel. Soit H c E.

On dit que H est sous-espace vectoriel de E (ou ssev de E) Ssi

>0eH
> H est stable par Combinaison Linéaire
UueH
caD = Au+uveH
TveH

Exemple dansR3

Les droites Vectorielles sont des ssev Mais pas les droites quelconque
Les Plans Vectoriel sont des ssev Mais pas les plans quelconque

Théoréme 7.
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel. Soit H un sous-espace vectoriel.

Alors (H, +.) est un K-espace vectoriel.

Ainsi un sous-espace vectoriel, c’est un espace vectoriel dans un espace vectoriel.

Vocabulaire:

Les ssev de dimension 1 sont appelés les droites vectorielles.
Les ssev de dimension 2 sont appelés les plans vectorielles.

4/15
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2 R*Vs. ) (R)

Définition 8.

Les espaces vectoriels R? et A, 1 (R) se ressemblent
Description des vecteurs

>R? =R xR, c’est I'ensemble des listes (au sens informatique) de 2 réels.

— 2 . . z . e d
u € R, ainsi on peut écrire u = (x, y).
> 1 (R), c'est'ensemble des matrices colonnes avec 2 coordonnées dans R.
- . L= X
U € > (R), ainsi on peut écrire U = v )

Manipulation des combinaisons linéaires, on a

> Dans RZ, ona
AU +pT =Ax, y) +ux',y) = onregroupe = (Ax+ ux', Ay +uy')

>Dans /5, (R), ona

/

- = X X Ax+ px'
AU + V:A( )+ ( ):Onrerou e:( )
o y o % group Ay+puy'

Pour rendre les calculs plus lisibles, on écrira souvent ( ; ) alaplace de (x, y), en effet

a+b \ _ 1
b-2a )%\ -2

+b( i )Vs (a+b,b-2a)=a(1,-2)+b(1,1)

Théoréme 9. Les ssev de R? - Notion de dimension

On sait intuitivement que dim(R?) = 2
Alors les ssev deR* sont forcément de dimension 0,1 ou 2.

Soit H un ssev de R?
> Sidim(H) =0, alors H est réduit au seul vecteur 6, CaDb H= {3}.
H= {6} est le seul ssev de dimension 0.

> Sidim(H) =1, alors H est une droite vectorielle.
Ainsi 0 = (0,0) € H et H est dirigé par un vecteur directeur @ # 0,

CaD U € H < ilexiste AR, telque =Ad

> Si dim(H) = 2, alors H = R?.
H =R? le seul ssev de R? de dimension Top = 2.car cest un ssev de B2.
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3 Intersection - Réunion.

Théoréme 10. Intersection - Réunion.
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et F et G deux ssev de E.

Intersection de 2 ssev.

FnGesttoujours un ssevde F etde G
Propriétés.

Ona{0}cFNGcEGcEet

dim(F)

0<dim(FNnG) < dim(G)

< dim(E)

Généralisation : Une intersection quelconque de ssev est encore un ssev.

Réunion de 2 ssev.
FuGn'est pas en général un ssevde E
Plus précisément
Si F£ GetG¢ F alors FU G n'est pas un ssev.
Si Fc G alors FUG = G est un ssev.
Si Gc F alors FUG = F est un ssev.

6/15



Chapitre 19-1 : Espace Vectoriel (Season one). 7115

4 Sous-espace vectoriel engendré.
4.1 Définition et propriétés.

Définition 11. définition du Vect(...)
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel.

> Soit (e7, €2, ..., &) une famille de vecteur de E.

Lespace vectoriel engendré par la famille (e, e3, ..., ep,)

—

C’est 'ensemble de toutes les CL sur les vecteurs ey, €3, ..., €.

On le note vect(e1, e, ..., €5)

On a donc Il existe (A1, A2, ..., An)
U e vect(ey, e, ..., e,) <
tqu=Mei+Ares+..+A e,

> La notion se généralise aux familles infinies
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et (?,7) ie 1 une famille infinie de vecteur de E.

I'espace vectoriel engendré par la famille infinie (e;) ;¢ 1
C’est I'’ensemble de toutes les CL sur les vecteurs (E{) icI-

On le note vect(e;)jc N

Théoréme 12. Propriétés.

Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et (ej, e3, ..., €,) une famille de vecteur de E.
Ona

> Définition. Lorsque 7 € vect(ei, e,...,€5),
onpeut écrire U = Aj ey + 283+ ...+ Ay €y avecdy Ay dn €K
> Evident. vect(e], e, ..., €,,) est un ssev de E et
Vke{l,2,..,n} e € vect(er,es,...,en).
. . 2 _ —> wd 0
> Optimalité. vect(e, ez, ..., ;) est le plus petit SSEV (au sens de Iinclusion)
contenant ey, €3, ... et e, CaD

H est un ssev
= vect(e1,ez,..,en) < H
Vkel(l,2,..,n}, ere H
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4.2 Dirigé, engendré par.

Vocabulaire : Lorsque H = vect(@, b, 7),
On dit que H est engendré, dirigé par (a, b, C).
On dit que (d, b, C) est une famille génératrice de H.

Théoréme 13. Comment trouver une famille génératrice.
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et H un ssevde E

On fait le calcul

U eH < Ontraduit =....
<= On poursuit les calculs
—_ —_ - —_
<~ u=aa+pb+yc
CL sur des vecteurs fixes.
On constate que

>d, b, C sont des vecteurs fixes (CaD ne dépendent pas de ).
> les a, B,y sont des scalaires quelconques et indépendants,

Alors on peut conclure que : H = vect(d, b, C)

Introduction a la dimension (Niveau 2).
Les droites vectorielles sont les ssev de dimension 1
donc les droites vectorielles sont dirigées par un vecteur # O, CaD D = vect (u)

Si/lorsque les vecteurs u, v sont // et #6, ona D = vect(u, V) = vect (u)

Ainsi 1 =dim(D) < cardinal (Famille Géné)
et1=dim(D) = cardinal (Famille Géné Optimal)

Les Plans vectoriels.
Les plans vectoriels sont les ssev de dimension 2
donc les plans vectoriels sont dirigés par 2 vecteurs # O etnon //.
Si/lorsque les vecteurs u, v, w sont non-optimal et%,7 # G etnon//, on a P = vect (U, v, w) = vect (u, V)

Ainsi2 = dim(P) < cardinal (Famille Géné)
et2=dim(P) = cardinal (Famille Géné Optimal)

Généralisation. On suppose que H = vect (ej, €3, ..., ep)

> Alors dim(H) < cardinal (Famille Géné) = p

> et dim(H) = p Ssila famille génératrice (e, e3,..., ep) est "optimal"
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5 Exercices

Autour des CL.

Exercice 1. [Correction] Dans R®. On considére le vecteur U = (2,3,4)

1. Est ce que le vecteur % est une CL sur (3,-7,0) et (2,1,0)?

—

2. Est ce que le vecteur u est une CL sur (1,2,-3) et (-1,5,—4)7
q . . 1 3
Exercice 2. [Correction] Dans .4, (R). On considére le vecteur A= 2 4

Montrer que : YVneN, A" est une CL sur A et I».

Exercice 3. [Correction]
1. Exprimer la fonction [cos(3x)] comme une CL sur les fonctions [cos®(x)], [cos? (x)], [cos(x)], [1].
2. Exprimer la fonction [cos?(x)] comme une CL sur les fonctions [cos(2x)], [1].

3. Exprimer la fonction [cos®(x)] comme une CL sur les fonctions [cos(3x)], [cos(2x)], [cos(x)], [1].

Exercice 4. [Correction]
1. Montrer que : [sin(2x)] n'est pas une CL sur [sin(x),cos(x)].
2. Est ce que [|#]] n'est pas une CL sur (2], [£%] ?

Exercice 5. [Correction] Décomposer en éléments simples la fraction et interpréter le résultat en terme de CL.

X2-5X+6

—— Lesssev:niveau) ————
Exercice 6. Vérifier que : H est un ssev.

H= {6: (x,y) € R? avec x+2y:0}

H= {ﬁz (x,7,2) €R® avec x+2y+3z=0}

H:{ﬁz (x,y,z)elR3 avec x+2y=0}

H= {Ff = (x1,X2,...,X;) €ER" avec x1 +2x2 +3x3+---+ nx, :0}

Exercice 7. On considére H I'ensemble des vecteurs de R? de la forme 3 a(=2,3) + b(1,1) avec a,beR.
1. Vérifier que H est sous-espace vectoriel de R.
2. Justifier que H =R?.

Exercice 8. Soit @ =(-2,3,1). On considére I'ensemble.

H:{T[:(x,y,z)e[R{2 tq
H':{T[:(x,y,z)e[ﬂi2 tq

a=0}

—
u
UNa=0}

Vérifier que H et H' sont deux sous-espace vectoriel de R.

Exercice 9. Soit meR. On considére
Hy ={Ae L) tel que tr(A) =m}

Est ce que Hj, est un ssev ? (On discutera en fonction de m).
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2a+b b

Exercice 10. [Correction] Soit H I'ensemble des matrices de la forme ( b a ) avec a,beR

Vérifier que H est sous-espace vectoriel de R?.

Exercice 11. On considére I'ensemble
H={fe%¢'®R), avec f(0)= f'(0) =0}
Vérifier que H est sous-espace vectoriel.

Exercice 12. [Correction] On considére I'ensemble des solutions de I'équation différentielle y'+xy =0

Vérifier que H est sous-espace vectoriel.

2t 2

Exercice 13. On considére H |'ensemble des fonctions de la forme ae'?! + be™ ! avec a,beC

Vérifier que H est sous-espace vectoriel.

Exercice 14. On se place dans .7 (R,R), le R-espace vectoriel des fonctions

Montrer que I'ensemble des fonctions m-périodique est un ssev.

Exercice 15. Soit la relation de récurrence : VneN, a,2—4a,.1+4a,=0 (R).

On considére I'ensemble
H={ue RN et la suite u véririe la récurrence (R}

Vérifier que H est sous-espace vectoriel.

— lesssevde R" : niveau 1

Exercice 16. Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

H:{ﬁz (x,y)elR2 avec x+2y:0}
H:{ﬁz (x,7,2) € R® avec x+2y+3z=0}

H:{ﬁz (x,y,z)elR3 avec x+2y=0}

H= {Ff = (x1,X2,...,X;) €ER" avec x1 +2x2 +3x3+---+ nx, :0}

Exercice 17. On considére les ensembles

1 1 2 0 2
F=vect 21,11 et G=vect 31,1 11|, 5
1 0 1 1 3

Montrer que F=G.

Exercice 18.
1. Montrer que : R? = uect(_i),T)

2. Montrer que : vect((l,Z),(SA)) = vect(?,?) =R?
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Exercice 19.

1. On se place dans R3.

On considére le plan P; d'équation 2x—y+3z=0 et le plan P, dirigée par (1,1,-2) et (2,3,-2).

Déterminer Py N P,. (CaD équation, une famille qui dirige et dimension).
2. On se place dans R*.
(a) On consideére le ssev F d'équation { 32;1;?_22__2;:00
Déterminer une famille qui dirige F.
(b) On considére le plan G dirigée par (-1,1,1,-2) et (-2,2,3,-2).
Déterminer "une" équation G.

(C) Déterminer FN G. (CaD équation, une famille qui dirige et dimension).

Les ssevde 4, (R) : niveau 1

Exercice 20. Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

a+b b+c )}

H={M:€ﬂ2(IR) / da,b,ceR tq M = b+c a+b

H:{M:EMZ(IR) / tr(AM):o} avecA:( ; i )

Exercice 21. On se place dans . (R).
a+b b+c

On considére I'ensemble H des matrices de la forme
b+c a+b

1. Montrer que H est un ssev et déterminer une famille génératrice de H.

0 1 1
En déduire la dimension de H.

2. Montrer que 12:( L0 ),A:( ! i )engendre H

3. Montrer que H est stable par produit.

Exercice 22. On considére I'ensemble H des matrices des matrices symétrique, CAD H={M € ./,(R) tq M" = M}

Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

11/15
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Les ssevde R,,[X] : niveau 1

Exercice 23. Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

H={PeRy[X] / tq P(1)=P'(2)}
H={PeRs[X] / tq P(1) =0}

Exercice 24. [Correction] On considére H={PeRy[X] tg P(1) =0}

Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

1
Exercice 25. On considére H = {P eRy[X] tq X4P(}) = P(X)}

Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

— Lesssevde ¥ (R,R) : niveaul ———

Exercice 26. Vérifier que : H est un ssev et déterminer une famille génératrice

H:{fe%l(u;e) / tq f’+xf=0}

Exercice 27. On se place dans % (R,R), le R-espace vectoriel des fonctions

On consideére I'ensemble H = vect( [cos(x)e*], [sin(x)ex]).

1. Montrer que H est stable par dérivation.

2. Montrer que H = vect( e(“i)x] , [e(l_i)x

)
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Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Est ce que Le vecteur u est une CL sur v =(3,-7,0) et w=(2,1,0)?

Si on regarde la derniére coordonnée, on "voit" que ce n'est pas possible
On va faire un RA

— —»

On suppose que : 3,1, u tel que : u =

RHRERANE)

Donc 4 =0 Oups
Conclusion : Le vecteur U = (2,3,4) n'est pas une CL sur v = (3,-7,0) et W =(2,1,0)

2. Est ce que le vecteur U est une CL sur (1,2,-3) et (—=1,5,—4) ?
On cherche A, ptel que : W=A7 +uw

2 1 -1 A-u
Onal 3 :/1( 2 )+u( 5 :( 2A+5u )
4 -3 -4 —3A—4p

Donc on résout/trigonalise le systéme

A= p=1 A- pu=1 A-p =1
2A+5u=2 <<= {O0A+7u=0 <= {0A+7p =0
-31-4u=-4 OA—-4p=-1 O0=-1

Le systéme n'a pas de solution donc le vecteur % n'est pas une CL sur (1,2,-3) et (-1,5,—4)
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) Montrer que : VneN, A" est une CL sur A et I.
La question est : Montrer que : Pour tout neN, il existe A, un €R tel que A" =1, A+un b

On démontre par récurrence
Heps : il existe Ap, un €R tel que A" =, A+un b

Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. On a le calcul suivant

VxeR, cos(3x) =cosx+ x)
= c0s(2x) cos(x) —sin(2x) sin(x)
=(CC-89C—-(SC+CS)S
=c3-3cs?
=c®-3ca-c*H=4c%-3cC
Interprétation/Conclusion : [cos(3x)] = 4[cos> (x)] + 0[cos® (x)] + 3[cos(x)] + 0[1]
2. On a le calcul suivant

VxeR, cos’(x)=CC= Trop de Produit

1 1
= — COS(x + + — COoS(x —
3 (x+x) 3 (x—x)

1 1
=—=cos(2x)+ =
2 2

1 1
Interprétation/Conclusion : [cos?(x)] = > [cos(2x)] + 3 [1]

3. Idem
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Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Montrer que : [sin(2x)] n'est pas une CL sur [sin(x), cos(x)].

On fait un R.A.
On suppose que la fonction [sin(2x)] est une CL sur [sin(x),cos(x)]
CaD il existe A, tel que : Vx€R, sin(2x) = A sin(x) + u cos(x)

On cherche OUPS

, . Vo s 7
J'applique I'égalité avec x=0 et x = 7
Ainsi on a sin(2.0) = A sin(0) + pcos(0) = p=0
. b4 (T 7
et sm(Z.E) —/’Lsm(E]ﬂJcos(E) = 1=0
Doncona: VxeR, sin(2x)=0 Oups!!'! (par exemple avec x=7/4)

2. Est ce que [|#]] est une CL sur [],1£%]?
On fait un R.A.

Solution de I'exercice 5 (Enoncé) Décomposer en éléments simples la fraction ————
X?-5X+6

de CL.
%On commence par factoriser le polynéme.

On trouve avec le discriminant que : ¥ -5x+6=1(x—2)(x—3)

Egip\gvg.NOn trouve a,beR tel que
1 a

b
2— -
x“-5x+6 x-2 x-3
Pour déterminer, on fait au plus simple, CaD

1 a b 1 _a(x=-3)+b(x-2) (a+b)x-3a-2b

- - 4 = = =
x2-5x+6 x-2 x-3 x2-5x+6 (x=2)(x-3) (x-2)(x-3)
Je choisis a+b=0 et -3a—2b=1donc b=1et a=-1

14 /15

et interpréter le résultat en terme

. 1 -1 1
Conclusion : on a 5 = +
x—-5x+6 x—-2 x-3
- : _ 1 o _ . 1
Interprétation/Conclusion : La fraction —————— est une CL sur les fraction "plus simples et
2
XxX“—5x+6 x=2 x—3

Solution de I'exercice 10 (Enoncé)

Solution niveau 0.

On a facilement : Me H < on peutécrireM=a( g (1) )+b( 1 (1) )

=A

Pour tout A,u et M,M' € H, on a
AM+uM' =A(aA+bB)+pu(a A+b' B)

=(Aa+upd) A+ (Ab+ub)Be H

er eR

Conclusion : H est un ssev

Solution niveau 1.
On va ssev et famille qui dirige en un seul coup

On va montrer que : H = vect(....)
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On a
M€H<:>M:(2a+b b)

b a
2 0 1 1

@M—a(o 1 +b(1 0)

2 0 1 1

@Mevect(o 1),(1 0)

L :A 1L :B ]

Conclusion : H = vect(A, B) ainsi H est le ssev dirigé par les matrices A, B.
Solution de I'exercice 12 (Enoncé)
Solution niveau 0.
On a facilement : fe H < f est une fonction dérivable et '+ xy=0.
0cH ?
La fonction nulle est dérivable vérifie O’ + xO =0 donc Oe H
CL?

R

Pour tout A, et f,ge H. A f+pug est bien une fonction dérivable et

(Af+pgl' +x[Af+ugl=A(f+xf) +u(g'+xg) =0
=0 =0

Conclusion : H est un ssev

Solution niveau 1.

On va ssev et famille qui dirige en un seul coup

‘ On va montrer que : H = vect(....)

feH < lafonction f vérifie y +xy=0
= ¥ +xy=0
= [yelez]lzo
< Jk tel que Vx€eR, y(x) = ke X2
= ye vect([h:x»—»e_lez])

Conclusion : H =vect(h) ainsi H est le ssev dirigé par la fonction h

Solution de I'exercice 24 (Enoncé) On va ssev et famille qui dirige en un seul coup

‘ On va montrer que : H = vect(....)

PeH < P=aX3+bX?+cX+d et PQ)=0

<~ a+b+c+d=0

a -1 -1 -1\ <Xx3
b 1 0 0 — X?
— . =ph 0 +c 1 +d 0 — x!
d 0 0 1 ~x0

— P= bl(—Xs + X2)I+cl(—X3 + X)I+dl(—X3 +1)
=A =B =C
< Pevect(AB,C)

Conclusion : H =vect(A,B,C) ainsi H est un ssev et la famille (A, B,C) dirige le ssev H.
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