TD 15 Degré—Matrice. Mercredi 14 Janvier 2026.

Exercice 1. [Correction] On considére £ I'ensemble des matrices de la forme .
a+2b a

a b

a b

avec a,b des parametre qcq dans R

> o R

1. Montrer que : M € £ <= M = Combinaison linéaire sur des matrices fixes.
2. En utilisant la combinaison linéaire précédente,
montrer que M est stable par produit.

DeS Récurrences faire celles qui vous semblent utile

Exercice 2. On consideére la suite (F},) définie par :

FO ZO, F1 =letVne N, F7L+2 = Fn-}-l +Fn

On considére la matrice A = < } (1) )

. * n __ Fn+1 Fn
Montrer que : Vn € N*| A" = ( F. F, )

En déduire que : (Fyy41)® — F, Fppyo = (=1)" Rappel : det(A.B) = det(A). det(B)

Exercice 3. [Correction] Soit § € R. On considére la matrice

_( cos(f) —sin(0)
Mo = < sin(f)  cos(6)
Calculer (et simplifier) M7, (Mg) ™" et méme (Mg)".

Exercice 4. Soit (a,b,c) € C* avec a # b. On considére la matrice A = ( 8 Z >

ap (lpfbp
a—b
Montrer que : Vp e N, AP =
0 bP

— Calcul de A" via les matrices semblable ——

Exercice 5. [Correction] Soit (uy,)nen la suite définie par

ug,u1 E RetVn e N uyyo =5up41 —6uy,

s o U
On considere X,, = ( ntl >

Un

—— —
1. Trouver une matrice A tel que X, 11 = AX,.
En déduire X,, en fonction de A et de X,

2. On va calculer A™.

On considére la matrice P = < ? i’ )

(a) Justifier que P est inversible et calculer P~

(b) Calculer la matrice D = P~1 A P.

(c) En déduire une expression de A™ en fonction P et D".
Calculer A™.

3. Calculer u,, en fonction de n.



Une équation matricielle

Exercice 6. [Correction] Soit la matrice A = ( % ; )

L'objectif est de déterminer les matrices X vérifiant : X2 = A

1. Déterminer les matrices M = < Z ccl ) tel que AM = MA.

2. Analyse. On suppose que X est une matrice tel que X? = A
> Vérifier que : AX = X A.

> En déduire que X est de la forme X = ( g g )

3. Synthése.

Parmi les matrices X de la X = < g B ) trouver celles qui vérifie X2 = A.

Un peu de théorie

Exercice 7. Soit A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices n x n

1. Soit C' = A.B = (¢;;). On a donc

bin -+ bin
bnl T bnn
a1 s Qin C11 ctr Cin
AB = =C
Gnl st Gpn L Cnl o Cpn

Pour i,j € {1,2,...,n}, calculer ¢;;

2. Soit D = ATA = (dm)
Calculer dy; puis d;; et enfin tr (ATA)

3. Soit ﬁ le vecteur colonne (0, ..,0,1,0,...0). J'ai écrit le vecteur colonne sous forme de liste (gain de place)

—\T
Déterminer E;; = (E) . (EJ) et calculer E;;. Eyy



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. Ona

a4+ 2b
M € £ < il existe a,b tel que M = a

)+

SaEES i~
St o R
\_/

= =
oS O =
S O =
o O N
— = O
=)

C>M:a< )zaMl—i—ng

2. On suppose que M, M’ € £

‘ On va montrer que M.M' € & ‘

MM = (aM1 + sz)(a' My + v Mg)
= ad’ (M1)* + ab’ My Ms + a'b Mo My + bb' (Ma)?

On calcule les produits : (MI)Q, MM, MyM,y, (Ma)?
Et finalement on obtient : M.M' =[] My +[--] M2 € &
Solution de I'exercice 3 (Enoncé)  Calculer (et simplifier) My, (M)~ ' et méme (M,)". On a
M2 — ( COSQ.(G) — sin?(0) 2§in(6) co.s(20) > _ ( C?S(ZG) — sin(20) ) — Map
2sin(f) cos(d)  cos®(6) — sin®(9) sin(20)  cos(26)

11 cos(f) sin(f) \ cos(f)  sin(0)
(M)~ = det( —sin(6) cos(6) > - < —sin(6) cos(6) )

On devine que (Mp)" = ( Z?I?((Zg)) ;(S)lsr(lg;? ) = M,

On le démontre "facilement" par récurrence



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. Ona

— —
Ainsi 3 la mode géo, on a X,, = A" X,

2. On va calculer A".

On considére la matrice P = ( % :13 )

(a) Comme det(P) =2 —3 = —1%# 0 donc P est inversible et calculer

pl_ 1 Donble (-1 3
" det(P) \ Symétrie | 1 -2

o_( -1 3 5 —6 2 3\ (2 0
o 1 -2 1 0 1 1 o 0 3
(c) Comme D=P 'AP,onaA=PD 'et A"=PD"P "
w (2 0\ (2" 0
(d) Comme D _(O 3) —( 0 3n ),ona
w1 (23 2" 0 1 3
weporer= (3 1)(T 5 ) (%)
. —22" 433" 62" —-63"
T\ 243 32no23n
nf —2 6 nf 3 —6
(33) (0 )

Un+1 Y7 anyt —22" +33" 62" —-63" Uy
( Un )_X"_A XO_( —2"4 3" 32" —23" uo

(b) On trouve

3. Ona



Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

a c

1. Déterminer les matrices M = ( bod

> tel que AM = M A.

2. Analyse. On suppose que X est une matrice tel que X> = A
Vérifier que : AX = X A.
OnaAdX=X>X=XXX=XA

En déduire que X est de la forme X = < g g >

Comme AX = X A, on a sait d’aprés Q1 que X est de la forme X = ( g g avec o, f € R
3. Synthése : Parmi les matrices X de la X = < g g ) trouver celles qui vérifie X? = A.

On suppose X = < g g > ainsi on a

_1
T 2a
4a4—8a2+1:1
=
=2
4U? —8U +1=0
— U—ozl2
F=2a
2 92—
OnadlU?—8U+1=0 < U, = +\/§>00ng: \/§>0

2 2
- : 24+ V3 2+3 2-3 2—/3
ainsi il y a 4 solutions : a1 = + , Qo = — , a3 =+ , Qg = —
2 2 2 2
1

Pour i € {1,2,3,4}, on note §; =

2ai

Conclusion : L'équation X* = A admet 4 solutions X; = ( gz 5’ > avec i € {1,2,3,4}
3 Z

Kulture : Parmi les 4 solutions la seule qui, en plus, vérifie det(X) > 0 et tr(X) > 0, c'est X
On la note VA



