MPSI DM 13 Matrice

Lundi 19 Janvier.

Exercice 1. [Correction] Soit (uy,)nen la suite définie par

ug,u1 E RetVn e N uyyo =5up41 —6uy,

s o U
On considere X,, = ( ntl )

Un

— —
1. Trouver une matrice A tel que X,,+1 = AX,,.

En déduire )TTL) en fonction de A et de )TS

2. On va calculer A™.

3
4

On considére la matrice P = < ? i’ )

(a) Justifier que P est inversible et calculer P!
(b) Calculer la matrice D = P~* A P.

(c) En déduire une expression de A" en fonction P et D".
Calculer A™.

. Calculer u,, en fonction de n, de ug et de u;.

. On suppose que ug =1 etu; =0

Donner la valeurs de u,, en fonction de n
Enoncer le petit théoreme de Fermat
En déduire que : Pour tout entier p premier, on a p divise u,

3 1 -1
Exercice 2. Dans tout I'exercice, on note A = -1 1 1
1 0 O

1

3

4

()]

T
. On suppose qu'il existe A € R et un vecteur Y =y | # g tel que AY = )\X2

z
(a) Montrer que la matrice A — A I3 n'est pas inversible.

(b) Avec votre calculatrice, calculer et factoriser det (A — A I3)
En déduire que A=1o0ou A =2

. Résoudre le systeme AY = ?
— —
Expliciter C1, la solution Cy = (...,...,1) CaD celle dont la derniére coordonnée vaut 1.
_>
. On considére Cy = (0,0, —1).
Vérifier que : AC, est une combinaison linéaire de C; et Cy, CaD ACy = ....C; + ....Cy
. Résoudre le systéme AY = 2?.
— —
Expliciter C3, la solution C3 = (..., ..., 1) CaD celle dont la derniére coordonnée vaut 1.

— — = =
. Onnote P = (Cl\02|03), la matrice de M3(R) dont les colonnes sont C1, Cs, C3, dans cet ordre.

(a) Se persuader que A.P = A (C_>'1|C_>’2|?3> = (AC_‘1>|AC_‘2>|AC_‘3>)
Trouver une matrice triangulaire T telle que AP = PT.

(b) Justifier que P est inversible et avec votre calculatrice, calculer P~*

(c) En écrivant T = D + N, calculer T" pour n € N

(d) Calculer A™ pourn € N



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. Ona
—-— Un+2 SUn+1 — Bun 5 —6 Unp 41
i - “\l1 0
n+1 Un+1 Un
,+

. FEN 7 H
Ainsi 3 la mode géo, on a X,, = A" X

2. On va calculer A",

On considére la matrice P = ( % i’ >

(a) Comme det(P) =2 —3 = —1% 0 donc P est inversible et on a

pi_ L <Donble )_1( 1 3>_<1 3)
~ det(P) \ Symétrie | (-1)\ -1 2 - 1 -2

-1 3 5 —6 2
() )0

(c) Comme D=P 'AP,ona A=PDP 'et A"=PD"P "
w (2 0\ (2" 0

(d) Comme D (0 3) ( 0 3n ),ona

n __ n -1 _ 2 3 2” 0 -1 3

wrre = (PO 0 L)
[ =22 433" 62" —63" \ _.[ -2 6 w3 —6
_( —" 4 3" 32”23”)‘2 (1 3)*3 (1 2)

3. Ona < Unt1 )-)T)—A”)Tg_ ( —22" 433" 62" — 63" ) < u

(b) On trouve
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n —2" 4 3" 32" —23"

Conclusion : Vn €N, up, = (—2" + 3")u1 + (32" —23") up = 2" (3ug — u1) + 3" (u1 — 2uo)



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. On suppose qu'il existe A € R et un vecteur 7 = (m;y;2) # ﬁ tel que A? = )\7
(a) Montrer que la matrice A — X I3 n’est pas inversible.

On fait un RA. On suppose que la matrice A — \ I3 est inversible
la matrice (A — AI3)~" existe et le peut I'utiliser

On sait que ? = (z;y; 2) #5 et que A?:/\?, on a

AX 22X = AX - A\X =7
— (A-\;)X =0
— X =(A-A\5)"'F =6 OUPS
Conclusion : la matrice A — A\ I3 n’est pas inversible.
(b) Avec votre calculatrice, calculer et factoriser det (A — X\ I3)
On trouve det (A — A I3) = —(A — 1)*(A — 2)
En déduire que A=1ou A =2
Comme la matrice A — A I3 n’est pas inversible donc det (A — A 13) = —(A — 1)>(A —2) =0
Donc A =1ou A =2.

2. Résoudre le systeme A? = )7

3 1 -1 T T
OnaA?—?@(ll 1><y>—<y>
1 0 0 z z

3z + -z
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-z + z =
z _ . = 0 T z 1

<~ <= 7 = Y = —z =z -1

o em ) ) ()
Expliciter C1, la solution C7 = (...,...,1) CaD celle dont la derniére coordonnée vaut 1.
()
OnaCi=| -1 | =(1;,-1;1)
1
3. On considére (75 = (0,0, —1). Vérifier que : AC-‘Q> est une combinaison linéaire de C->’1 et c'ﬁ CaD AC->’2 = C-H} + C->’2

On a
3.1 -1 0 1 1 0
A = -1 1 1 0 J=( -1 )=x{ 1)+ 0o |=C+&
1 0 0 -1 0 1 -1

4. Résoudre le systeme A? = 2?.

3 1 -1 T T
OnaAX =X «— | -1 1 1 vy | =2 v
1 0 O z z
3 + y - z = 2
<~ -z 4+ y + z = 2
T = 2z
r + — z
— -r -y + z =
x - 2z = 0
{ T 4+ y — z = 0 7 z 2z 2
<~ <~ = Y = —z =z| -1
-y -z =0 z z 1



—> —>
Expliciter C3, la solution Cs = (...,..., 1) CaD celle dont la derniére coordonnée vaut 1.

2
OnaCs= ( -1 ) —(2,-1;1)
1

— = —> = = =
5. On note P = (01|Cg|03), la matrice de M3(RR) dont les colonnes sont C1, C2, C3, dans cet ordre.

(a) Se persuader que A.P = A (C_>’1|C—'2>\C_>’3) = (AC_‘1>|AC—>’2|AC—'3>)
Trouver une matrice triangulaire T telle que AP = PT.
On a

(AC11CHI AT

Clats)

AP=A (ﬁ@l(ﬁ)

C1|C1 + C2)2C5
3 1 -1
_<1 L )(
1 0 O

1 1 0
Conclusion : A.P = P.T avec T = ( 0 1 0 )
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v

0 0 2

(b) Justifier que P est inversible et avec votre calculatrice, calculer p!

3 1 -1
OnaP= -1 1 1
10 0

donc det(P)=..=2et P ' = ..
(c) En écrivant T = D + N, calculer T"™ pour n € N
1

1 0 0 0 0
OnaTl = 010 |+ 00O
0 0 2 0 0 O

=D =N
On vérifie facilement que N> = ¢ et D.N = N.D

Ainsi avec le binbme, onaT" = (D + N)" = Z (Z) [N)*.[D]"* car D.N = N.D
k=0

= 1.]\20.0D" +nN'Dy 1 +0+ ..+ 0
= k=1
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(d) Calculer A™ pour n € N
onaAP=PT < A=PT.P"
Ainsi A™ = (PT.P"") (PT.P™") ... (PT.P™')=PT".P"



