TD 16 Ssev.

Vect(...) mon ami

Exercice 1. [Correction] On considére I'ensemble H des matrices de la forme atb bte
b+c a+bd

1. Montrer que H est un ssev et déterminer une famille génératrice de H.

. . 1 0 1 1
2. Smtlesmatrlceslg_(0 1),A_(1 1)_

Montrer que H = vect(I2, A).
3. Justifier que dim(H) = 2.

Exercice 2. [Correction] On se place dans Ry [X] le R-espace vectoriel des polynéme de degré < 4
On considére I'ensemble

4 1
H =P eRa[X] tel que X*P (<) = P(X)
1
1. Vérifier que : Si P € Ry [X] alors X*P (}> € Ry [X].

2. Montrer que H est un ssev de Ry [X].
3. Déterminer une famille génératrice de H.

Exercice 3. [Correction] On considére les complexes r =2+ 3ietr =7 =2—3i

1. On considére les fonctions

fiit— e, foit—s 67'/'5, g :t—> COS(3t)62t et go it —> sin(?)t)e2

et les ssev F' = vect (f17 f2) et G = vect (gl,gg)

En utilisant C et D et I'optimalité du vect, montrer que F' = G.

2. On considére H I'ensemble des solutions de I'EDLy : ¢/ — 4y’ +13y =0
Ecrire et résoudre |'équation caractéristique.
En déduire que : H = vect (fl,fg)

Donner les solutions de ' ED Lo

Libre-Liée

Exercice 4. [Correction] Soit H = Vect (Xo,z'd7 COS).

Montrer que la famille (Xo,id, cos) est libre. Déterminer dim H.

Exercice 5. [Correction] Discuter selon les paramétres u,v € R, si la famille

T =

@ = (u,2,0), (v,0,—1), @ = (0, 2u,v)
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est libre ou liée et quand elle est liée, expliciter une CL nulle et, dans les différentes situations, déterminer dim [vect(?, b ,?)}

Exercice 6. On considére les polyndmes
P=XYX-1)"" avecie{0,1,2,..,n}

1. En utilisant un argument d’ordre de grandeur quand = — 0, montrer que la famille Z = (P, P1, Py, ..., Py) est libre.

2. Montrer que la famille Z = (Po, P1, Py, ..., Py) est une base de R, [X].

Exercice 7. [Correction] On admet le résultat suivant

P est un polynéme
= Alors par rigidité, P = P(X) =0
vO, P(O)=0 CaD tous les coef de P sont nuls.

En utilisant cet argument, montrer que les familles suivantes sont libres
>V eR, fp(z)=cos(z) aveck e {0,1,2,...,n}.

>VzeR, fr(z) = e*®  aveck e {0,1,2,...,n}.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Montrer que H est un ssev et déterminer une famille génératrice de H."Classique"

. [ a+b b+c
ona.MeH<:>M_<b+C a+b>

1 0 1 1 0 1
<:>M—a<01>+b<11)+c<10>
<= P € vect(I2, A, B)

Conclusion : H = vect(l2, A, B) est un ssev et (I2, A, B) dirige H et dim(H) < 3

2. Montrer que H = vect(I2, A).

On fait C et D

c?

Comme H = vect(I2, A, B), on va utiliser I'optimalité

On a
vect(I2, A) est un ssev
I, A € vect(I, A

° veet(1, 4) = H =vect(I2, A, B) C vect(I2, A)

B= ( (1) (1) ) =(-1)T+(1)A € vect(I,A)

D
Comme vect(I2, A) est vect, on va utiliser I'optimalité

On a
H est un ssev } = wvect(lz, A) C H = vect(I2, A, B)

I, A € vect(I, A, B)
Conclusion : H = vect(I2, A, B) = vect(I2, A)

La famille (I, A) est génératrice de H et libre car # 3 et non//

Conclusion : La famille (I2, B) est une base de H et dim(H) = 2



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1.V&MHquezﬁf’eRdxﬂMWSXAP(é)<ERAX]

On suppose que P € Ry[X], on peut écrire P =a X* +bX* + cX* +d X' + e X"

4 i>_ 4{L 1,1 . ,1 0]
OnaX.P(X 1=X"|a +bX3—|—c —|—dX+eX

X4 X2
=aX’+boX'+eX?+dX3+ex?
1
Conclusion : X*.P (Y) € Ry[X]

2. Montrer que H est un ssev de Ry [X].
On fait 0 et CL

07
Ici ﬁ c'est 0 le polynéme nul
On a bien 0 € Ry[X] et X*.0 (%) =x'c=0
donc 0 € H
CcL?

Pour tout P,Q € H, et tout A\, i, on a
(AP + Q) est bien un polyndme de degré < 4 carp.q te sont

EtX%wawmw(%)=Axﬁp(%)+uxﬁQ(%)
wRQeHdma#P(%):P@)aX@(%):Q@)
=AP(X) +pQ(X)
Donc (AP +puQ) € H

Conclusion : H est bien un ssev.

3. Déterminer une famille génératrice de H.
On a

P=aX*+0X34+cX?+dX ' +eX®

X
= a X' +b0X3+ X +dX ' +eX'=aX+ X +eX?+d X3 +eXx?

a —e=0
b—d =0
<
—b4+d =0
—a +e=0
a —e=0
<~
b—d =0
a 0 0 1 « x4
b 0 1 0 'S
<= c =c 1 +d 0 +e 0 «— X?
d 0 1 0 « X!
e 0 0 1 +~ Xx°
= P=c X? +d (X*+X') +e (X" + X°)

X
|
A(X)

B(X) c(X)

Conclusion : H = vect(A, B,C)



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. On considére les fonctions

't

frit—e™ foit—s et gt — COS(3t)62t et go it — sin(3t)62t

et les ssev F' = vect (fl, fz) et G = vect (gl,gz)

En utilisant C et D et I'optimalité du vect,

2. montrer que F' = G.

On fait C et D

c?
On a
G = vect(---) est un ssev
Va, fi(z) =eP30T = 206132 — 022 [co5(3x) + isin(3z)] B
donc f1 = g1 +igo = I =vect(fr,f2) CG
De méme fo = g1 —ig2
)
On a
F = vect(---) est un ssev
Yz, gi(z) = cos(3z)e*® = Re (") = ¢ _;e '

1 1 = G =vect(g1,92) C F
doncglsz1+§f2

1
De mé =—fi— =
e méme g> = o f1 5 f2
Conclusion : FF =G

3. On considére H I'ensemble des solutions de I'EDLy : 4" — 4y +13y =0
Ecrire et résoudre |'équation caractéristique.

Les solution de I’équation caractéristique sont r =2+ 3iet r' =7 =2 — 3i
En déduire que : H = vect (fl,fg)

"

Comme r # 7', on sait que les solutions de I'EDL2 sont : Yz € R, y(x) = Ae"® + pe”
Conclusion : I'ensemble des solutions de I'EDL2 c'est vect (f1, f2), CaD les fonctions de la formes Ae"™ + pe®
Donner les solutions de I'ED Lo
Comme vect (f1, f2) = vect (g1, g2), on a

L’ensemble des solutions de I'EDL2 c’est vect (g1, g2), CaD les fonctions de la formes A cos(3t)e** + B sin(3t)e**



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
On fait niveau 0.
Je suppose que : a[l] +bid + c cos =0
CaDVz €R, a+bzx+ccos(z) =0

‘Onva montrer :a=b=c=0

Je dérive deux fois, ainsi Va € R, ccos(z) =0
Ainsi avec z =0, on ac=0.

Ainsion aVz €N, a+bx =0.
J'applique aveczx =0etx =1, ainsia=b=0 Fini.

Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
%
1. Onadet(d, b,?d)=..=2u"—2v°

> Lorsque det(...) =0 <= u =v ou u = —v, la famille est liée.
> Lorsque det(...) #0 <= u # v et u # —v, la famille est libre.

_>
2. On note H = vect(d, b, ).
> Lorsque det(... 0 <= u#vetu#—u.

—
La famille (77 b ,7) est libre et génératrice de H donc c'est une base de H
Ainsi dim(H) = cardinal(Base) = 3.

> Lorsque u = v —> det(...) = 0, la famille est liée.

%
Comme H = vect(d, b, ), ainsi on a dim(H) < 3
On a

— —
Ainsi on a H = vect(d, b, 7<) =vect(d, b)
—
La famille (@, b ) est génératrice de H et libre (car non//)
Donc c’est une base de H et dim(H) = 2.

> Lorsque u = —v =—> det(...
On fait pareil et on trouve dim(H) = 2.

=0, la famille est liée.




Solution de I'exercice 7 (Enoncé)

1. On suppose que : ao fo+ a1 fi+azfo+ - +anfn=0
ainsi on a que : V& € R, ag + a1 cos(x) + as cos®(x) + - - - + an cos™(x) = O

‘ On va montrer que ap = a1 = -+~ =an =0 ‘

On remarque que : ap + a1 €” + aze® +--- + a, " = P(D)
avec O =cos(z) et P(X)=ao+ a1 X + a2 X° + -+ 4 an, X°

On utilise maintenant le théoreme fondamental de rigidité des polynémes
vd, PO)=0 = P(X)=0

Comme le polynéme P est nul, tous ses coefficients sont nuls donc a9 = a1 =--- = a, = 0 Fini.

2. On suppose que : ao fo+a1 fi+azfo+- -+ anfn=0
ainsionaque :Vz €R, ao+a1e” +aze® +---+ane™ =0

‘ On va montrer que ap = a1 =---=an =0

Voici 2 facons de conclure.

> Avec les ordres de grandeur quand x — oo.
nT

Quand = — oo le plus "gros" a gauche, c'est : a, ™",
donc forcément a,, = 0.
On poursuit en regardant a nouveau le plus gros. Fini

> Avec les polyndmes et la rigidité.

On remarque que : ag + a1 €° + a2 €2” + - + an e™* = P(0)
avecO=e"et P(X)=ao+a X +aa X>+ - +a, X°

On utilise maintenant le théoréme fondamental de rigidité des polyndmes
v, PO)=0 = P(X)=0

Comme le polyndme P est nul, tous ses coefficients sont nuls donc ap = a1 = -+ = a, = 0 Fini.



