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Exercice 1. [Correction] Soit n > 2 fixé.
On s'intéresse dans ce probléme a des puissances de matrices symétriques.
On rappelle que I'ensemble des matrices symétriques de .#;,(R), noté %, (R),
est I'ensemble des matrices M de taille n x n et vérifiant M7 = M
1. Montrer que pour tout M € .7, (R) : tr (M?) =tr (M".M) >0 et que tr(M?) =0 <= M = 0,.
Le résultat servira plusieurs fois par la suite!
2. Montrer que : pour tout M € .7, (R) et k € N, on a M* € .7, (R).
Montrer que &), est la seule matrice nilpotente de .7, (R).

On s’intéresse désormais aux matrices symétriques dont une puissance est la matrice identité.
Pour tout p € N*, on pose %, ={M € %, (R) | MP =1,}, puis % = U Uy.
pEN*
3. On note J la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients valent 1
On note pose M (a,b) = al,, + bJ pour tous a,b € R.
Enfin 4 = {M(a,b)| a,beR}.
(a) Montrer, SANS récurrence, que pour tous a,b € Retpe N*:  M(a,b)? =M (ap,
On remarquera que J* = n.J
(b) En déduire que pour tout M € .4 NU : M?*=1,.
4. Soit M € %,. Simplifier (M2 — In)2 et (M‘3 — M)z, puis montrer que M? = I,,.
p—1

5. Soient p € N* impair et M € %,. On pose S = ZM'“.
k=0

n

(a) Montrer que S? = pS.
(b) Pour tout k € [0,p — 1], on note 7y, le reste de la division euclidienne de 2k par p.
Montrer que la fonction k — 7, est bijective de [0,p — 1] sur lui-méme.

(c) En déduire que Z (M7 — M")2 =0, puis que M = I,,.

0<i,ysp—1
Ce résultat est trés spécifique aux matrices symétriques.

Par exemple, pour M = , on Vérifie facilement que M3 = I3, mais M # I3.
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6. Montrer que pour tout M € % : M? =1,.

(a + nb)P — a?



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Montrer que pour tout M € .%,(R) : tr (MQ) =tr (MTM) > 0 et que tr(M?) =
0 <= M = 0,.

On note M = (M; ;)
On a "facilement" que tr (MTM) = Z mf,j >0
tous les 4, j
ETtr (MT.M) = > mi;=0 = Vijmi;=0 < M=0,
tous les i, j

car une somme de carré (dans R) est égale 3 0 Ssi ......

2. Montrer que : pour tout M € .%,(R) et k € N, on a M* € .7,(R).

On suppose que M € /,(R), on a MT = M. De plus la transposition est contra-variante, CaD (AB)T =BT AT
On a donc (M"Y = (M.M..M)" = M" . M"...M" = M* CaD M € .%,(R)

Montrer que &), est la seule matrice nilpotente de ./, (R).

On fait un RA. On suppose que N # O est nilpotente et symétrique

Je note a I'indice de nilpotence, CaD N® ™! # ¢ et N* = ¢
comme N # O, onaa > 2
Comme N est symétrique, on sait que N~ ' est aussi symétrique.
Ainsi N®! est symétrique et # & donc tr (N‘“l)2 > 0.

MAIS (N7)* = N?*72 = ¢ car 20 — 2 > 2 en effet (20 —2) —2 = 2(a —2) > 0
Conclusion : tr (Na_l)2 =0 OUPS

On s'intéresse désormais aux matrices symétriques dont une puissance est la matrice identité.
Pour tout p € N*, on pose U, = {M € S (R) | M" =1,}, puis % = U Uy.
pEN*
3. On note J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients valent 1
On note pose M (a,b) = al, + bJ pour tous a,b € R.
Enfin # = {M(a,b)| a,beR}.
b)Y — aP
(a) Montrer, SANS récurrence, que pour tous a,b E Retp e N*:  M(a,b)’ =M (a”, (a—o—nn)a)
On a J2 = nJ et plus généralement Vk € N*, J* =n*~1J
On a maintenant M (a,b)” = (al,, + bJ)"?

S p
_ n—kyk 1k
-y (k> o

k=0

p

= L+>" (Z)a"kbknk.J

k=0 k=1

1 u p

P - n—kyk_ k
a’ I+ = Z <k>a b*n™ | J

k=1
:ap]Jrl (a+nb)P — a” | J
n | -
k=0
(b) En déduire que pour tout M € A4 NU : M> =1,.
On suppose M € .# N%, CaD M = M (a,b) et il existe p tel que M € %,, CaD M? =1

On va montrer que M? = |

p _ 4P
Comme MP:M(a,b)p:apIJrM

J

Donc forcément a”’ =1 = a==+let (a+nb)’ —a’ =0 < (a+nb)’ =1
> Sipimpairalorsa=1eta+nb=1doncb=0 CaD M =T et M*> =1

> Si p pair alors a = 1 et a + nb = £1 donc a® = 1 et (a + nb)* =1

2 2 o
DoncM2:M(a,b)Q:aZI—I—WJ:II—Fln—lJ:I

4. Soit M € %,. Simplifier (M2 — In)2 et (JW?’ — ]W)2, puis montrer que M? = In.



Comme M € %, on sait que M* =T
Ona (M?*—1,)" = M* —2M* + I =21 —2M? et (M* — M)" = M® —2M" + M? = 2M* — 21
On regarde la trace.

Comme les matrices sont symétriques, la question Q1 assure que tr(2I — 2M?) > 0 et tr(2M?* —2I) >0
Donc tr(21 — 2M?) = 0 et 21 — 2M? est symétrique donc I — M” =0

On a démontré que. Soit M est symétrique : on a alors M* = ] «— (]\,[2)2 =] = M*=1.
CaD O est une matrice symétrique et (D2>2 =T alors 1" =0
p—1
5. Soient p € N* impair et M € %,. On pose S = E:M’g
k=0
(a) Montrer que S* = pS.
OnaS’=S+MS+M>S+---+M'S

P p—1
On remarque M.S = z:M’c = E:M’C +M|: S
k=1 k=1 k=p
Puis que M*S = M(MS) = MS = S etc ....
(b) Pour tout k € [0,p — 1], on note 7} le reste de la division euclidienne de 2k par p.
Montrer que la fonction k — 7 est bijective de [0,p — 1] sur lui-méme.
On fait injective avec Gauss
sachant que p premier impair est avec 2 et k € {1,2,..,p — 1} donc avec 2k
Comme la fonction est injective et cardinal Départ=cardinal arrivé, on a surjective

(c) En déduire que Z (Z\/[j - Mi)2 =0

0<i,j<p—1
Ona > (M -M)= 3 (M¥-2M" 4+ M)
0<i,j<p—1 0<t,j<p—1
2 Y e 3
0<4,j<p—1 0<i,j<p—1

c ¥ e 3 ) (¥ )
0<j<p—1 0<i<p—1 0<j<p—1

=2 Z M" —2.8.8
0<j<p—1

=2 Z M’ —2.5.8
0<jsp—1

=285 —-25*=0

Puis que M = I,,.
On utilise la trace et Q1 ainsi Vi,j, MY — M'= ¢
Aveci=0etj=1,onaM—-I1=0
6. Montrer que pour tout M € % : M?* =1,,.
Comme M € %, on sait que il existe p € N tel que U? =0

o\ tmpair
Comme M € %, et on écrit p = 2%.impair alors (M2 )

donc M?" =1 d'aprés Q5¢
On utilise Q4 pour conclure que

2@_ 2&—12_
M* =(M =1 = M

204—1

=1

2(1—2

= M =1

= M?’=1



