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1 Somme de ssev.

1.1 Somme et somme directe de 2 ssev.

Définition 1. Somme de 2 ssev
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et F et G deux ssev de E.
La somme (F + G), c’est 'ensemble définie par

—

F+G:{TieEtelque:Ilexiste(f,g)eFxGavecﬂ=7+§}

—

Il existe un couple(f, g)e FxG

Onadonc: U eF+G < IR
tqu=f+g

l

On dit que la somme est directe, notée F @ G, Ssi la décomposition 7 = f + g est unique
Il existe un unique couple (f, g)€ Fx G

Onadonc U e Fo G < ROl
tqu=f+g

Théoréme 2. Propriétés de F + G
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et F et G deux ssevde E. On a

non

>Piegele "+" de F + G n'est pas une addition,
AinsiF+G=F+G'>==G=(F+G)-F=G

> Définition. Lorsque % € F + G,

T S -
on peut écrire u = f + 8§ avec feFetgeG

> Propriétés évidentes. F + Gestunssevde Eet Fc (F+G) et Fc (F+G)
Ainsi (F + G) eSt Un SSev swiciementen generat plus gros que F et G.

Etona:F+{O)=FetF+F=FetF+E=EF

> Optimalité. F + G est le plus petit ssev contenant F et G, CaD

H est un ssev

FcHetGcH } = F+GeH

> Famille génératrice. Soit les bases Zr = (f1, .., j_f,;) et Bc = (g1, 8q)
Alors Br U A est une famille génératrice de F + G,

CaD F+ G = vect(Br U Bg) = vect(ﬁ, ...,ﬁ,g{, ...,5)

> Formule de Grassmann.

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
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1.2 Ssevsupplémentaires.

Définition 3. Somme de 2 ssev

Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et F et G deux ssev de E.
On dit que la somme F et G sont 2 ssev supplémentairesde E Ssi E=Fe&G

Théoréme 4. Supplémentaire et Base
Soit E un R-espace vectoriel et F et G sont deux ssev.
Soit B ={f1, f2, ... f»} une base de F et Zr = {g1, 8, ..., 8} une base de G

On a équivalence
(i) F et G sont deux ssev supplémentaires, noté F& G = E.

(i) FnG=1{0}etF+G=E.
(iil) B = Br U B est une base de E.

Remarque : Ce théoréme est valide méme si dim E = co.

Démonstration : On fait: (FNG)={0} <> unicité de (i)

(FNG)={0} = unicité de (i)? ‘

Onsuppose i = f+g=f'+g.

on va montrer que f = 'etgz,g’
Onaf+g=f+g' donc A=f-f'=g'-ge(FcapG)

Donc VA=6et0nabienf=f’ etg:g’.

unicité de (i) = (FNG)={0}? \

On suppose % € (FNG). onvamontrer que % 0
Onau=u+0=0+u
T T e R e T
€F €G €F €G
A cause de I'unicité de la décomposition, on a bien % =0

Démonstration : Onfait: (i) = (i) et (iii) = (ii)
Pour vérifier que Z est une base, on fait libre +card+dim
> La famille B = Br U Bg = {ﬁ,ﬁ,...,ﬁ,ﬁ,gﬁ,...,g}'} est libre?
Onsupposeque:Alﬁ+~~~lpﬁ+u1§1'+~~~+ppg_,7':3
doncz:/11]—“1>+~~Ap7p):—ulg_'{—m—upg_p'e(FnG)
Donc 4 =0
Conclusion : /llﬁ +ee )Lpﬁ; =0 et A est libre (car c’est une base de F)
Yes on a bien 11E=-~~=Ap=0(on fait de méme avec les ).

>De plus card(BruBg)=p+4q.
> Avec Grassmann, on adim E = dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G)

=p+q-0
Conclusion
B U B est une famille libre et dans E
card(BrUPBg)=p+q } = BrUBg est une base de E
dimE=p+q

Remarque : Si dim=oco0, on faut remplacer card=dim
et démontrer/utiliser que HBrUHB; est génératrice. (voir théoréme 2)

(iii) = (ii)?

On démontre que (FNG) = {5}

Puis avec Grassmann, on déduit dim(F + G) = p + g. Ainsi (F + G) est un ssev de E et dimension topissime donc (F+G) = E

Remarque : Si dim=oo0, on faut remplacer (F+G) est un ssev de E et dimension topissime
et démontrer directement avec la définition que (F+G)=E

Fini O
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Théoréme 5. Existence-Unicité-Dimension des supplémentaires
Soit E un R-espace vectoriel et F un ssev de E.

On a alors
> Il existe un (ou plusieurs) supplémentaire,

CaDil existe unssev G telque F&é G=E.

> Les supplémentaires de F sont non-unique,
CaDFeG=FoG ==G=G.

> Tous les supplémentaires de F ont la méme dimension
CaD dim(G) = dim(G') = dim(E) — dim(F).

Remarque : Les résultats sont valides méme lorsque dim E = oo.

Démonstration : Pour fabriquer un supplémentaire pour F, il "suffit" de prendre une base % = (E,...,ﬁ) de F et de la compléter (grace au

théoreme de la base incompléte) en une base de E, ainsi & = (ﬁ, .,.,E, €pt1eene ) est une base de E.
Gréce au théoreme précédent, on a que G = vect(ep+1,......) est un supplémentaire de F.
Comme E = F & G, on a avec Grassmann dim G = dim(E) — dim(F).

2 Droite, Hyperplan et Forme linéaire.

Définition 6. Droite-Hyperplan-Forme linéaire
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.

> Une droite vectorielle D de E est un ssev de dimension 1.
> Un hyperplan H de E est un ssev de dimension Top—-1=n-1

> On dit que ¢ est une forme linéaire
Ssi ¢p est un morphisme de E a valeurs dans R, CaD ¢ € £ (E,R)

Théoréme 7. Résultats classiques et utiles
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.
> On suppose que : F estunssevet F < D;yjze

AlorsdimF <1,CaDdimF=0oudimF =1.
Conclusion F = { 0 } ouF=D

>Si F estun ssev et Hyperpian © F
AlorsdimF = Top—1,CaD dimF = Top—1 oudimF = Top.
Conclusion F=HouF=E

> Application 1:On suppose que: H un hyperplaneta ¢ H
Alors He vect(a)=E

Ceci n'est pas un résultat de cours, il faut le redémontrer, voir démo ci-dessous

> Application 2:On suppose que ¢ € Z(E,R) une forme linéaire non nulle

Alors Im¢ = R et H =ker (¢) est un hyperplan de E

Ceci est un résultat de cours, on peut 'utiliser. Démo ci-dessous

Démonstration Application 1. On considere 7 = H + vect (d).
> est un ssev qui contient I'’hyperplan H et qui n'est pas égale a H (car @ € # et d ¢ H)

Donc H +vect(d)=#=E

> Avec Grassmann, on a dim (H n vect (@)) = 0 donc Hn vect(d) = {0} Fini

Démonstration Application 2. On suppose que ¢ € .Z(E,R) une forme linéaire non nulle
> Comme ¢ est une forme linéaire, on sait que Im(¢) est un ssev de &7, ;6 = R
Donc Im(¢) = {0} ou Im(¢) = R.
> Comme ¢ n’est pas la fonction nulle, on a Im(¢p)) = R.
> Avec le thm du rang, on a: dim(ker¢) = Top — 1, CaD ker ¢ est un hyperplan.
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3 Projecteur-Symétrie.

3.1 Lesssevker(¢p—A1id)

On suppose que U € ker (¢p— A id) = onaalors

o(7)=17
¢ (u)=gogp(W) = =17 _
¢° (i) =popoep(u)=--=2%T7
[¢? ~p+2id) (W) ==~ A+21U

3.2 Projecteur-Projection

Définition 8. Projecteur-Projection

Soit E un R-espace vectorielle et p € £ (E). Soit E un R-espace vectorielle
. . et F, G des ssev supplémentaire, caD avec Fe G =E.
On dit que p est un projecteur de E — DPICIENTAILe, Cabavec Fo
Pourtout u €e E,ona u = ur+ ug
Ssi p estlinéaire et pop = p.
P pep=p La projection p sur F et parallelement a G est la fonc-

tion définie par

VUEE U=up+uc— p(i)=up

Théoréme 9. Projection <—> Projecteur

> On suppose que p est un projecteur, CaD p estlinéaire et pop = p
Onaalors E = ker (p — id) @ ker (p)

On dit alors que p est la projection sur F = ker(p — id) et parallelement a G = ker(p)
> On suppose que p est une projection, CaDV 4 € E, u = ug + ug— p(i) = up

Alors p est un projecteur, CaD p estlinéaireet pop=p

3.3 Symétrie(seur)-Symétrie(sion)

Définition 10. Symétrie

’ Symétrie(seur) ‘ Symétrie(sion)

Soit E un R-espace vectorielle et s € Z(E). Soit E un R-espace vectorielle
et F, G des ssev supplémentaire, capD avec Fe G=E.
Pourtout € E,ona u = ug + ¢

On dit que s est un Symétrie (seur) de E

Ssi s est linéaire et sos=id. oL . . .
La Symétrie(sion) p par rapport a F et parallelement a

G est la fonction définie par

VYU €E, U =up+uc— p(d) =up—uc

Théoréme 11. Symétrie(seur) <—> Symétrie(sion)

> On suppose que p est un Symétrie(seur), CaD p est linéaire et sos = id
Onaalors E=ker(s—id)®ker(s+id)

On dit alors que s est la Symétrie par rapport a F = ker(s —id) et parallelement a G = ker(s+id)
> On suppose que p est une Symétrie(sion), CaDV 4 € E, U = ug + ug — p(u) = up - ug

Alors s est un Symétrie(seur), CaD s est linéaire et sos=id
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4 Exercices

Exercices sur les endomorphismes
Exercice 1. Soit E un R-espace vectoriel, et f,ge Z(E).
Montrer que : Im(f) cker(f) Ssi fog=0.

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel, et f,ge Z(E).
On suppose que f et g commutent , CaD fog=gof.
Montrer que ker(f) et Im(f) sont stables par g

Exercice 3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension fini n <oo et F,G deux ssev de E.
On suppose que : dim(F) + dim(G) > dim(E).

Montrer que les ssev F est G on au moins un vecteur non nul en commun.

Application : Dans R3, Que peut-on dire de I'intersection de 2 plan vectoriels ?

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel et ¢p € Z(E) un endomorphisme.
On note ¢ = po¢p et plus généralement VneN, ¢ =pogo..op

Les questions sont indépendantes et de difficultés croissantes.

1. Montrer que : ker(¢) cker((pz).

Avec la méme démonstration, on montre que : ker(¢) cker((pz] cker(gbs) cker(¢4) <%
2. Montrer que : ker(¢) = ker(</)2) = ker((pz) = ker(</)3)
3. Montrer que : ker(¢) :ker(¢2) = ker(p)nim(¢p) = {6}.

Exercice 5. Banque CCP. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n.
1. Démontrer que : E=Imf@Kerf = Imf =Imf2.
2. (a) Démontrer que : Imf =Imf? < Kerf = Ker f>.
(b) Démontrer que : Imf =Imf? = E=Imf ®Kerf.



Chapitre 19-4 : Somme, endo, Symétrie, Hyperplan. (Season four).

—— Les exo de lala banque CCP ————

Exercice 6. Banque CCP. Soit P le plan d'équation x+y+2z=0 et D la droite d'équation x = Y

3
1. Justifier que P est bien un plan et que D est bien une droite.
2. Vérifier que R* =P @ D.
3. Soit p la projection vectorielle de R® sur P parallélement 3 D.
Soit u=(x,y,2) € R,

Déterminer p(u).

Exercice 7. Banque CCP. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n>0 et ue Z(E) tel que u® + u*+u=0

On notera Id I'application identité sur E.
1. Montrer que Imu & Keru = E.

2. Montrer que Imu = Ker(v? + u+1d).

Exercice 8. Banque CCP. Soit E un R-espace vectoriel. Soit f e Z(E) tel que f>— f-21d=0.
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E =Ker(f +1Id) @ Ker(f —2Id) :

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie.
Prouver que Im(f +1d) = Ker(f — 21d).

Divers

Exercice 9. On considére dans R®.

F=vect((2,1,-2)) et G={u=(xy2eR x+y+z=0}.
1. Déterminer les dimensions de F et G.
2. Déterminer FNG. En déduire que : F& G=R>.

3. En utilisant les bases, montrer que : FoG=R3.

Exercice 10. Soit La matrice A—( 1 2 )
121

On considére la fonction f définie par V?f € MZ,I (R), f(ﬁ) = A?], c'est la fonction associée a la matrice A.

On considére les ensembles E_y =ker(f+id) et Es=ker(f—-3id)

1. Montrer que E_; et E3 sont des ssev, et déterminer une base et la dimension de chacun.
2. Montrer que E_; ® E3 = R%.

3. En déduire une méthode pour calculer f”(ﬁ) = [fOfO---Of](ﬁ).

Exercice 11. Soit La matrice -1 2 2
A= 2 -1 2
2 2 -1

On considére la fonction f définie par V?f € -/”3,1 (R), f(ﬁ) = A?], c'est la fonction associée a la matrice A.
On considére les ensembles Es =ker(f —3id) et E_g=ker(f+3id)

En suivant la démarche de I'exercice précédent, calculer f”(ﬁ) =f0f0---0f(U).
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Exercice 12. Soit E=% (R,R), le R-espace vectoriel des fonctions de R a valeurs dans R.
On considére les ensembles F={f€E, f(0)=0} et G = vect(cos).

1. Démontrer que FNG = {0}

2. On fixe une fonction heE.
On suppose qu'il existe deux fonctions feG et g€ G tel que h=f+g.
> Donner les propriétés de f et de g.
> Déterminer f et g.
> Conclure que : E=F+G

Exercice 13. On considere la fonction fonction h définie par

(x,y,2) — (=3x+4y—62,—12x+ 16y —24z,—-6x+ 8y — 122)

1. Préciser les ensembles de départ et d'arrivée de h et trouver une matrice A tel que h(u) = AU.
2. Vérifier que h est un projecteur.
3. Déterminer les éléments géométriques de h.

4. Donner I'expression de la symétrie ayant les mémes éléments géométriques.

Exercice 14. Soit p,q deux projecteurs de E un R-espace vectoriel.
Montrer que : p— g est un projecteur Ssi pog=qgop=gq.
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