MPSI DS 5

Vendredi 6 février.

Exercice 1. [Correction]

- = =
On note & = ( 1,7, k) la base canonique de R3.

On note Mats (C) I'espace vectoriel des matrice 3 x 3 a coefficients dans

C.
a
On considére G = {M,;, € Mats (C) avec a,b € C} avec My = | b
b

> Q o
SIS IS

On note O = My la matrice nulle, I = M; o la matrice identité et A = My,
1. Calcul de [M,]".

(a) Montrer que G est un sous espace vectoriel de M3 (C) et calculer sa dimension et une base.
(b) Montrer que G est stable par le produit.
(c) Onnote B=A+1Tet(C=A-2I

Montrer que la famille (B, C) est une base de G et calculer les coordonnées de M, ;, dans cette base.
(d) Calculer B2, C? B.CetCB

En déduire [M,)>.
(e) Calculer [Mgp)".

2. Diagonalisation de A et de M,
(a) Montrer que P(z) = det(A — x I) est un polynéme de degré 3 et que » = —1 et r = 2 sont ses seules racines
(b) On considére F; I'ensemble des vecteurs X = (z;y;2) € R® tel que AX = -X
— —

Montrer que E; est un ssev de dimension 2. On note (01,02> une base Fy
(c) On considére E5 I'ensemble des vecteurs X = (z;y; 2) € R tel que AX = 2%

Montrer que E5 est un ssev de dimension 1. On note C3 une base E;

— = — , — = —
(d) On note P = (01|CQ|C3) la matrice 3 x 3 dont les vecteurs colonnes sont C, Co, C3

-1 0 0
Justifier que P est inversible et que A.P = P.D avec D = ( 0 -1 0 )

0 0 2
a—b 0 0
(e) Justifier que M, = P.2.P~" avec 2 = 0 a-bd 0 et calculer [M, )"
0 0 a+2b

3. Application. On veut trouver les matrices M € G vérifiant (M + 1)2" -I1=0
On va utiliser la matrice 2 de la question Q2e.
(a) Montrer que : (M +1)*" =1 =0 «— (241" —-1=0
(b) Déterminer les matrices 2 vérifiant (2 + I)*" — I = 0.
(c) Déterminer les matrices M de G vérifiant (M + 1)*" — 1 = O



Exercice 2. [Correction] Soit E un R-espace vectoriel et p € Z(FE) un endomorphisme de E vérifiant p o p = p.

1. Un exemple. On consideére la fonction p définie par
VU € R, p(W) = (3 —y — 2,2z — 2,40 — 2y — 2)

a) Vérifier que p € Z(R3) et que pop = p.

C

(a)

(b) Est ce que p est bijective ?

(c) Déterminer une base et la dimension de ker p.
(d)

d) Déterminer la dimension de Imp

et en utilisant Im(p) = vect (L'image d’une base de &), donner une base de Imp.

2. On revient a la situation générale, CaD p € Z(E) et pop = p.

3 1
On considere la fonction f = 3P—3 id.
(a) Justifier que f € Z(E).
1

1
(b) On rappel que f?> = f o f. Montrer que : f? = 3 f+ §id.

En déduire que f est bijective et calculer f~1.

(c) On note f* = fo fo..fof eton convient que f° = id.
i. Montrer par récurrence que : Vn € N il existe (a,,b,) € R? tel que f™ = a, p + b, id.
et exprimer a,,+1, by4+1 en fonction de a,, et b,,.
ii. Déterminer ag, by, a1, b1. Calculer b,, en fonction de n.
iii. Vérifier que la suite (a,) vérifie une relation de récurrence d’ordre 2. Calculer a,, en fonction de n.
3

1 n
(d) Calculer f* = <2p— 2id> avec la formule du bindme. (Rappel : p° = id et Vk € N*, pF = p))



Exercice 3. [Correction]

Soit ¢ € .Z(R?), CaD ¢ est une fonction linéaire de R? a valeurs dans R?.
Pour n € N,on note : Vn € N*, ¢" =¢po¢po..o¢

On suppose que : (;53 =¢opop=id
On considére les sous espaces vectoriels
F =ker (¢ —id) et G = ker (¢* + ¢ +id) = ker (po ¢+ ¢ + id).
1. Généralités qui serviront dans tout le probleme.

(a) Démontrer que : F et G sont stables par ¢.
(b) Montrer que : @ € F <= f(d)=".

2. Déduire de Q.1.b. que FNG = {0 1.

3. Soit ¥ € R
On considere ? = % [7 + ¢ () + ¢* (7)] et = % [27 — (W) —¢? (7)]
(a) Veérifier que : ? € Fetque ¢ €G.
(b) En déduire que F + G = R?

(c) On suppose que U = ? + ¢ avec 7 €eFetqeg.

Montrer que 7 7 et d)(?) sont solutions de 3 équations et qu'au final 7 et 7 sont forcément égaux au
valeurs que je donne ci-dessus.

4. On suppose que dim F' = 2.
Justifier que F = R? puis que ¢ = id.

5. On suppose que dim F' = 0.
Soit @ € G un vecteur non nul.

On va démontrer que : (U, g()) est base de R?.
On suppose que : ¢(7) est colinéaire 3 .

> "traduire" () est colinéaire 3 U et utiliser W € G pour trouver une absurdité.

> Conclure.

6. Démontrer que dim F' = 1 est Absurde.

Calculer dim(G) avec Grassmann, prendre J une base de G, justifier que d)(?) € G puis .... oups



Exercice 4. [Correction] Soit n un entier.
On considere la fonction ¢ définie par : VP € R[X], ¢(P)=2(X?*+ X +1) P —n(2X +1) P

[ay

. Montrer que ¢ € .Z (R[X]), CaD que f est en endomorphisme de R[X].

2. Soit P un polynéme non nul dans ker(¢)
Montrer que : deg(P) = n.

3. Soit P; et P, deux polyndmes non nul dans ker ¢
(a) Montrer qu'il existe X tel que P, — AP> € R,,_; [X].
(b) En déduire que P, — AP, =0

P N rd . . .
(c) En déduire que ker ¢ est soit { 0 } soit une droite vectoriel.

(a) Résoudre I'équation différentielle : 2 (z° + 2 + 1)y —n (22 + 1)y = 0.
(b) Déterminer ker(f).

Exercice 5. On se place dans R?
Soit ¢ un endomorphisme non nul de R3.
On convient que ¢° = idg et que Vn €N, ¢" ! = o ¢" = ¢" 0 ¢.
On notera O I'endomorphisme nul.
1. Soit ¢ un endomorphisme de R? et soit i et j deux entiers naturels.

On considére fonction f de 2 = ker (¢**7) a valeurs dans R* définie par
VU eker (o), f(U)=¢ (W)

(a) Montrer que ker f C ker ¢/

(b) Montrer que Imf C ker ¢".

(c) En déduire que dim (ker gzﬁ”j) < dim (ker qﬁi) + dim (ker qu) .
2. Soit g un endomorphisme de R? vérifiant : ¢ = 0 et dim I'mg = 2.

(a) Montrer que dim (ker g*) = 2.
(On pourra utiliser deux fois le question 1.c)

(b) Une bonne base.

% %
i. Montrer qu'il existe un vecteur @ tel que g2 (a) # 0.

ii. Montrer que la famille (gQ—@L; , m , 7) est une base de R3.
3. Soit h un endomorphisme de R? vérifiant : h? = 0 et dimIm(h) = 1.
(a) Montrer qu'il existe un vecteur T tel que h (?) # 7.
(b) Justifier qu'il existe @ € ker(h) tel que (m,7) est une base de ker(h).

(c) Montrer que la famille (?, im,?) est une base R3.



Exercice 6. [Correction]

Probleme : Exponentielle de matrices

Le but du sujet est d'étudier I'exponentielle de matrices, réelles ou complexes.

n—-+4oo

. 1 "
Si A € M,(R) on définit, lorsque cette limite existe, E(A) = lim (Ip + A>
n
Dans tout le sujet, p désigne un entier naturel non nul.
— R[X] est I'ensemble des polynémes a coefficients dans R.
— R, [X] est I'ensemble des polynémes a coefficients dans R de degré au plus p.
— GL,(R) est I'ensemble des matrices inversibles de M, (R).

— O,(R) est I'ensemble des matrices orthogonales a coefficients dans R d'ordre p. Plus précisément :
Op(R) ={M € GL,(R) | M" x M =I,,}

On rappelle (ou admet) que :

— On dit que les polynémes P4, ..., P;; sont premiers entre eux Ssi ils n'ont pas de racine commune.

De plus si/lorsque les polynémes sont premiers entre eux, alors la relation de Bézout est valide (admis)
— On dit qu'un polyndbme P # 0 est scindé sur R et a racines simples

deg(P)
Ssi on peut écrire P = H (X —r;) etlesracinesr; e Ret2a2#0
i=1
— Le produit scalaire usuel se calcule avec un produit matriciel,
p
CaD Pour tout a = (a1;az;...;ap) € RP et b= (b1;be;...;b,) € RP, onaa.b= Zak.bk = XTB
k=1

— On dit qu'une matrice M de M,(R) est diagonalisable,

s'il existe une matrice P € GL,(R) et D € M,(R), diagonale telles que M = P.D.P~*

— On dit qu'une suite de complexe (z,) = (a,, +ib,) converge vers z = a +1ib
Ssi la suite (a,,) converge vers a et la suite (b,,) converge vers b.

Formellement : (2,) —— 2z Ssi a, —— aetb, ——

n—r oo n—r oo n—oo

— On dit qu'une suite de matrices (M,,) = (m; j(n)) de M,(R) converge vers la matrice M = (m; ;)
Ssi la suite ( M, ) converge coefficients par coefficients vers de ceux de M.

Formellement : (M,,) —— M Ssi Vi, j, m; ;j(n) —— m; ;
n— o0 n— 00

Conseil : Mettre des fléches sur les vecteurs colonnes ne peut pas nuire.

I. Questions préliminaires.

Soient x € R et z € C. On note z = a + b ot a,b € R.

€T n
1. Montrer que lim (1 + f) =e”.
n

n—4oo

2. Soit n € N*,n > —a.

Déterminer le module et un argument de (1 + 7), puis de (1 + 7> en fonction de a, b et n et, si nécessaire, la
n n
fonction arctan.
z n
m (1 + —) = e”.
n

li
n——+oo

3. En déduire que



II. Matrices antisymétriques réelles d’ordre 2 ou 3.

1. Matrices antisymétriques d'ordre 2.

. . 0 «a
Soit n € N*. Soit A = ( o 0 avec « € R. Kulture : A est une matrice antisymétrique car AT = —A

(a) Déterminer un nombre 3, € R™* et le nombre réel 0,, €] — 7, 7| tel que

1 - COs (9n) —sin (971,)
I2 + EA = 671 ( sin (an) CcoSs (071) )

P . [ cosa —sina
(b) En déduire que E(A) existe et que F(A) = ( sno  cosa )

. cos (6,) —sin(6,) \
On pourra conjecturer et calculer ( sin (6,)  cos (6,)

2. Matrices antisymétriques d'ordre 3.

0 a
Soit B = —a 0 c une matrice non-nulle. Kulture : B est une matrice antisymétrique car BT =_B
b — 0

1
(a) Montrer que — tr (B” x B) est un nombre strictement positif.

On note § = %tr(BT x B).

c b ac
(b)y Onnote X = —b |, Y=| ¢ |etZ= —ab
a 0 —b? — ¢?

i. Calculer BX, BY et BZ.
On exprimera les résultats des calculs en fonctions de X,Y, Z et 8

i. Calculer XT x X, YT xVY,Z" xZet XT xY, X" x2,Y" x Z.
iii. On suppose que b> + ¢ > 0. On note z = lX y = #Y et z = ¥Z
' ' B Vb2 + 2 BVHE 42

On note P = (X|Y|Z) (matrice composée de trois colonnes). Calculer B x P.

iv. Et montrer que P € O3(R) ; en déduire une expression simple de P~

1
(c) Déduire des questions précédentes |'existence de P de O3(R) et un réel 8 = \/5 tr (BT x B) tels que

00 0
B=pP[ 0 0 —p | P!
06 0

(d) Montrer que E(B) existe, on donnera son expression en fonction de P et de 5.



I1I. Exponentielle de matrices diagonalisables.

1. Cas de matrices diagonales.
Soit D € M,(R) une matrice diagonale.

A0 0
: . . 0 A
On suppose, pour fixer les notations, que D = diag (A1, A2,... Ap) =
0
0 0 X

(a) Montrer que E(D) existe et que E(D) € GL,(R).
On donnera I'expression explicite de E/(D) en fonction des coefficients A;.
(b) Montrer qu'il existe un polyndme Q tel que Vi € {1,2,...,p}, P (\i) = e
Indication : On pourra utiliser un morphisme.
(c) Exprimer E(D) en fonction de Q(D).
(d) Montrer que si Dy et Do sont diagonales, alors E (D + Dy) = E (Dq) x E (Ds).
(e) Calculer E (z1,) (x € R), E(0,) (exponentielle de la matrice nulle), en déduire E(D)~'.

2. Existence et propriétés de F(A) lorsque A est diagonalisable.
Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable (cf. définition en début d'énoncé).
On suppose, pour fixer les notations, que A = P x D x P~ ot D est diagonale.

(a) Montrer que pour tout polynéme T' € R[X], on a
T(A) =P xT(D)x P!

(b) Montrer que E(A) existe.
On donnera I'expression explicite de E(A) en fonction de celle de E(D), de P et P71

(c) Soit = € R. Montrer que E (zI, + A) existe et que
E(«I,+A)=e"E(A)
3. Critére de diagonalisation

On cherche une condition nécessaire et suffisante pour affirmer qu'une matrice est diagonalisable. Ce critére nous servira
pour répondre aux questions V.4 et VI.2.(e).iii.

(a) On suppose que A est diagonalisable.
Montrer qu'il existe un polyndme scindé a racines simples qui annule A.

(b) On suppose qu'il existe T' € R[X], scindé, a racines simples tel que T(A) = 0.

-
On suppose, pour fixer les notations, que T = H (X — ), avec p; # p; dés que i # j.
i=1

Onnote, pouri € N, E; ={X e M, 1(R) | AX = p; X} et T; = H (X — py).
J#i

i. Montrer qu'il existe Uy, ... U, € R[X] tel que ZUl-Ti =1.

=1
ii. En déduire : pour tout X € M, 1 (R),X = Z Ui(A)T;(A)] X, puis M, 1(R) = ZEZ
i=1 j

iii. On note, pour tout i € N,., %; = (X1 ,,... X, ;) une base de E;, puis
P= (Xl [ Xaya [Xugl [ Xas2| o [ Xl | Xa,r)

Montrer que P est inversible.

iv. Montrer que P! x A x P est une matrice diagonale (que I'on donnera).
On pourra faire le calcul matriciel A x P par blocs colonne et reconnaitre un calcul de la forme P x D .. ..

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir affirmer que A est diagonalisable.



IV. Exponentielle de la somme.

Soient A, B € M,(IR) deux matrices diagonalisables.

On suppose que A et B commutent.

Quitte a multiplier par des matrices d'opérations élémentaires a gauche et a droite,
il est possible de trouver P; € GL,(R) telle que A= P, x D x P *,

dil,, 0

oll D est de la forme 0 d21n, ot d; # d;
; . - 0
0 .. 0 dln,

(les O qui figurent dans cette matrice sont des matrices rectangulaires nulles).
On note alors C' = P! x B x P.

1. Montrer que C est diagonalisable et que C' et D commutent.

c, 0 -0
o 0 Cs N L . o
2. En déduire que C' est de la forme _ ou pour tout réel i € N,., C; est une matrice carrée d'ordre
o w0
0o -~ 0 C,

n;.
3. Montrer que pour tout i € N,., C; est diagonalisable.
4. Conclure qu'il existe P € GL,(R) telle que P~ AP et P! BP soient diagonales.
5. En déduire que E(A + B) existe et que E(A+ B) = E(A)E(B) = E(B)E(A).

V. Exponentielle de matrices nilpotentes.

Soit A € M,(C) et k € N* tel que A* =0 et A*~! # 0 (on dit que A est nilpotente d'ordre k ).
Soit également B € M,(C) (on ne suppose rien sur B ).

1. Justifier qu'il existe un vecteur ? € RP tel que Ak_ly =+ 6)
2. Montrer que la famille (},A},AQY,...,A’“1Y) est libre
En déduire que k < p.

3. Montrer que E(A) existe.
On pourra appliquer la formule du binéme de Newton, puis passer a la limite et obtenir un polynéme @ € C[X] tel
que Q(A) = E(A)
4. Soit B € M,(C). On suppose que A et B commutent et que E(B) existe.
On admet que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et p,

1 n 1 n—i
lim (Ip + B) = lim <Ip + B)
n—-+oo n n—-+oo n
Montrer que E(A + B) existe et que E(A+ B) = E(A)E(B).
5. Soit & € C. Montrer que E (zI, + A) existe et que E (zI, + A) = e*E(A).
6. Montrer que E(A) — I, est nilpotente.



VI. Cas général C.

Soit A € M,(C) et n € N*. On note

Po(X) = <1 + f)n € CX]

1. Polynéme minimal
(a) On définit C[A] = vect (Ak, keN}.

Montrer que C[A] est un espace vectoriel de dimension finie.
On note r = dim(C[A4]).

(b) En déduire que I4 = {P € C[X]| P(A) = 0}, I'ensemble des polyndmes annulateurs de A, est non réduit a {0}.

(c)
(d)

On note m = min {deg(P), P € I4, P # 0} et II € 14, unitaire tel que degIl = m.
Montrer que T4 = II- C[X] (on pourra faire une division euclidienne).

Quel rapport entre r et m?

IT ainsi définie est unique, on I'appelle le polyndme minimal de A, on le note plutot I14.

2. Décomposition de Dunford

S

On se place dans le corps C. On suppose que T4 = H (X —2)™

i=1
Soit C =114 AITy, le PGCD de 14 et de IT,.

Exprimer IT'y. En déduire une expression sous forme de produits de C
On note S tel que IT4, = S x C.

Exprimer simplement S, en fonction des ;. En déduire que SA S’ =1
Montrer également qu'il existe u € N tel que IT4 | S*.

En déduire qu'il existe U et V € C[X] tel que

Ull4,+VS =1
puis que V(A) x S'(A) = I,,.
On définit par récurrence, si possible selon la méthode de Newton :

-1

Xo=A YneN, X, =X, S(X,) %[5 (X,)]

i. Montrer, en une seule récurrence, que pour tout n € N,

X, € C[A], S (X,) est inversible, [S' (X,)] " € C[A4] et S (X,) € S2"(A) - C[A]
On pourra calculer S (X,,41) — 5" (X)) ...
ii. Montrer que ( X,, ) est stationnaire. On note K =min{n € N| X,,;1 = X,,}.

iii. Montrer que X est diagonalisable, Ny = A — Xk est nilpotente et que X et Nx commutent.
On dit que I'on a obtenu la décomposition de Dunford de la matrice A :
VA € M,(C),3D € M,(C) diagonalisalble, N € M, (C) nilpotente tellesque A=D+Net DxN =N xD

3. Montrer que toute matrice A de M,,(C), admet une exponentielle E(A).
Comment calculer E(A), en exploitant la décomposition de Dunford ?



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) 1. Calcul de [M, )"
(a) Montrer que G est un sous espace vectoriel de M3 (C) et calculer sa dimension et une base.
On a

0 1 1
MeG <= M=al +bJ avecJ—(l 0 1)
1 1 0

< M € vect(I,J)

Donc G = vect(1,J)
Donc G est un ssev et (I, J) est une famille génératrice.
De plus la famille (I, J) est libre (car non // ) donc c'est une base de G et dim(G) = 2

(b) Montrer que G est stable par le produit.
On a

Moy My = (al +bJ).(a'T+V'J)
= ad'I + (ab' + ba')J + bb' J?
OrJ?=2I+J
= (aa’ + 260" + (ab’ + ba’ +bb")J € Vect(I,J) =G
(c) Onnote B=A+1TetC=A-2]I

Montrer que la famille (B,C) est une base de G et calculer les coordonnées de M, ;, dans cette base.

B, C sont des CL donc € G
(B, C) est libre car # 0 et non //
cardinal=2 et dim(G) = 2
Conclusion : C'est une base
(d) Calculer B*>, C*, B.C et CB
On trouve B> =3.B, C* = (=3).V, BC =0 et CB=0
En déduire [M, ]*.
On a [M,)?) = (AB +puC)?
=AB> + A\uBC + A\uCB+ puC?
=A3B+ p(=3)C
(e) Calculer [M,5]".
On démontre par récurrence, [M,]" = A (3)"B + p(—=3)"C
2. Diagonalisation de A et de M,
(a) Montrer que P(z) = det(A — x I) est un polyndme de degré 3 et que r = —1 et r = 2 sont ses seules racines
(b) On considére E; I'ensemble des vecteurs X = (z;y; 2) € R® tel que AX = - X

— —
Montrer que E4 est un ssev de dimension 2. On note (01702) une base F;

(c) On considére E> |'ensemble des vecteurs X = (z;y; 2) € R® tel que AX =2X

. . =
Montrer que E3 est un ssev de dimension 1. On note C'3 une base £

—> = = = = =
(d) On note P = (Cl\Cz|C3) la matrice 3 x 3 dont les vecteurs colonnes sont C1, Ca2, C3

—1 0 0
Justifier que P est inversible et que A.P = P.D avec D = ( 0 -1 0 )

0 0o 2
a—b 0 0
(e) Justifier que M, , = P.2.P~" avec 7 = 0 a-—b 0 et calculer [Mg5]"
0 0 a+2b

Comme P est inversible et A.P=P.D,ona A= P.D.P*

Ainsiona My, =al +bA
=al+bPD.P!
=aPIP ' +bPDP?
=P (al.+b.D.)P!
=P9.P"



Et [M, )" = P.9°.P~"
(f) Application. On veut trouver les matrices M € G vérifiant (M +1)*" — I = O
On va utiliser la matrice 2 de la question Q2e.
i. Montrer que : (M +1)*" —1=0 < (24+1)*"-1=0
A faire. Voir la question ci-dessus
ii. Déterminer les matrices 7 vérifiant (2 + I1)*" — I = 0.

a+2b 0 0 100
(24D —1=0 < 0 a-b 0 +1 0 1 0
0 0 a-b 00 1

+2b+1 0 0 1 0 0
= (a—b+1)>" 0 =0 1 0
0 (a—b+1)*" 0 0 1
(a+2b+1)°" =1
<~
(a=b+1)" =1
a+2b+1=w
= avec wy,w; des racines (2n)-iéme de I'unité

a—b+1=uw

On en déduit a = (1/3)wr + (2/3)wr — 1 et b = (1/3)wr — (1/3)wy
iii. Déterminer les matrices M de G vérifiant (M + N —-1=0
On sait que M = P.9.P™".



Solution de I'exercice 2 (Enoncé) Soit F un R-espace vectoriel et p € Z(E) un endomorphisme de E vérifiant po p = p.
1. Un exemple. On considére la fonction p définie par
VU € R, p(ﬁ) =Bz —y—22x—z4dx — 2y — z2)
(a) On a classiquement VU € R®, p(u) = AW.
De pluspop=p < VU € R®, [pop](ﬁ) :p(ﬁ)
On a
[popl(W) = p(p(W)) = p(AT)) = A.AT
On calcule A? et on trouve A2 = A donc on a bien pop =p
(b) Comme det(A) = ... = 0 la fonction p n'est pas bijective.

(c) On a
T 0 3r—y—2=0 T 1
7€kerp<:>A<y>—<0><:>{2x—z:0 <:><y>—z<1>
z 0 de—2y—2=0 z 2

Donc kerp est la droite vectoriel dirigée par (1,1,2)

(d) On a
Lo 3 ~1 —1
imp = veet (p(7),p(7).p(7)) =veet(| 2 |, [ 0 ][ 1))
4 -2 -1

On fait Gauss et on déduit que Imp est un plan.
Contrdle de cohérence : On a trouvé que dim(kerp) = 1 et dim Imp = 2.
Ceci est cohérent avec la formule du rang.

1
2. On considere la fonction f = gp —3 id.
(a) Comme f = gp — %id, f est une CL d’endomorphisme donc c’est un endomorphisme.
(b) Pour calculer fo f, on utilise p? = p et aussi que pour les endos la composée se distribue.
3 1. 3 1.
fof :(§p—§ld)0(§p—§7,d): .....
Pour les morphismes, la composée se distribue
3\?2 o 31 1\2 .
=(5) F-2gpr(5)
9 3 1.
(3-3)p+ 5
3 1
De plus
1 1. 1.3 -1 1 3
§f+§zd— E(ip—fzd)—&-fzd— -p+ <T+§) id = Zp—&-fzd

Conclusion : fo f = %f + %id.
(c) Etudede f" = fofo..fofetf'=id
i. On va montrer par récurrence

H < n>: ilexiste(an,bn) € R2telquef” =anp+bnid

Initialisation ?

o_ . 13 1. _ _ _3 ., _ 1
Comme [~ =idet f =3P zld,onaao_o,bo—l,al—2,61— 2
\H<n>=> H<n+1>?\0na

n+1 n ; 3 1
f =f".f =(anp+bnld)(§P*§Zd)
3 9 3 1 1, .
= Sanp +(2bn 2an)p 2bnld
Orp’=p
3 1 .
= (an + 7bn) p+ (7ibn) id
2 =ant1 2 =bni1



Donc H < n + 1 > est vraie et on a
3 1
An+1 = an + ibn et bn+1 - 7§bn

ii. by se calcule facilement et b,, se calcule a la mode géométrique.

ii. Calculer f™ = (gp - %zd) avec la formule du bindme. (Attention : p° = id.)



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

On suppose que ¢°> = po po ¢ =id
On considére

Soit p € L (RQ) un endomorphisme de R?, CaD ¢ de R? 3 valeurs dans R?, linéaire.

F=ker(¢—id) et G=ker(¢"+¢+id).
1. Généralités

(a) Un peu long mais facile.
(b) Evident.

2. On suppose que LeEFNG

_)
‘ On veut montrer que % =0

Comme @ € F, ona ¢() = U et donc ¢* (W) = o
Comme u € G, on a

T = [0+ 6+id] () =6 (@) + 6 () +id (D)
=W +d+ U =37
Enfin 37 =0 = o = 0.
3. Une somme.
(a) Soit o € R2
— On a facilement méme si c’est lours
¢ (7) = ¢ (% (W + ¢ (W) + ¢ (7)]) == card®=id
[¢2+¢+id} (7) = ... =0 car¢3—zd

— |l est clair que ?—1—7 =7

(b) Nl est évident que FF'+G C E. De plus E C F+ G C'est exactement la conclusion des calculs de la question précédente.
(c) Les 3 équations sont :

On résout le systéme d'inconnue 7 7 et ¢(9).
4. On suppose que dim F' = 2.
(a) On applique la formule dim (F ¥ G) =dim F +dim G — dim F N G.
Ainsi dim G = 0 donc G = {ﬁ} .
(b) Comme dim F =2, on a ¢ —id = 0. Donc ¢ = id.

5. On suppose que dim F' = 0.
Soit @ € R? un vecteur qcq, non nul.

> On applique la formule dim (F + G) =dim F +dim G — dim F N G.
Ainsi dim G = 2 et G C R? donc G = R®.

Ainsi 7 € R* = G
> On suppose que ¢() est colinéaire 3 i, donc on peut écrire ¢(UW) = ot
> Comme @ € G, on a

Tl +gt+id(D) = (0 +at )T = o’ +atl=0

Or I'équation X’ 4+X+1=0na pas de solution dans R car A = —3 < 0 donc c’est absurde « n’existe pas!!!

Conclusion : La famille (2, ¢()) est libre car non colinéaire et card = 2 = dim R* donc c'est une base de R*
6. Démontrer par une RA que dim F' = 1 est Absurde.

On suppose que dim F' = 1.



> Avec la formule dim (F 4+ G) = ...., on a forcément dim G = 1

>Soit W eGetd # 0.
Comme dim G = 1, on a G = vect (W)
Comme G est stable par ¢ on a forcément

(W) € G =wvect ()

On peut écrire ¢ (W) = a

> On reprend le raisonnement précédent pour conclure que « n'existe pas!!! Oups.



Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. On doit démontrer linéaire et a valeurs dans R,, [X].

— Classique facile.

— A valeurs dans R,, [X]7
Soit P = P (X) € Départ =R, [X]

‘ On va calculer ¢ (P) et vérifier que ¢ (P) € R, [X] ‘

Comme P € R, [X], on peut écrire P = P (X) = an X" + ...

Onaalors ¢ (P) =2(X*+ X +1) P'(X) —n(2X +1) P(X)

=2(X*+ X +1) [nan X"+ ] = n(2X + 1) [an X" + ...

= X" | 2na, — 2nan | + ... € Ro [X] Fini

=0
2. Etude de ker ¢.

(a) Soit P un polyndéme # 0 de R, [X], il a un degré que je note a < n

‘On va calculer ¢ (P) et lire son degré ‘

On peut écrire P =P (X) = &X‘l + ..
#0
Onaalors ¢ (P) =2 (X*+ X +1) P'(X) —n(2X +1) P(X)
=2(X*+X+1) [aaX*'+...] = n(2X +1)[aX* + ..
= x°*tlog [ —n]+ ...

Donc
Si/Lorsque deg (P) =a < mn alors 2a[a —n] #0 et degp(P) =a+1=(degP)+1

Si/Lorsque deg (P) = a < n alors 2a[a —n] # 0 et deg¢ (P) S< kE+1=(degP)+1

trict

(b) D’apres le calcul précédent, on a
Si deg (P) # n alors deg ¢ (P) = (deg P) +1 >0
Donc ¢ (P) n'est pas le polyndme nul et P ¢ ker ¢

Par contraposée. Si Pker € ¢ alors deg(P) =n

(c) Soit P; et P, deux polyndmes non nul dans ker ¢

> On peut écrire a cause de 2.b

P=P(X)=aX"+..eta#0
PB=P(X)=8X"+...et3#£0
On adonc A(X) = P, (X) — %Pg ()= . € Ry [X]
> Or ker ¢ est un ssev donc
P, Py € ker ¢

} =A=..P+..Pc kergzﬁ
ker ¢ est un ssev

Ainsi A est un polynéme de ker ¢ et deg A < n — 1, donc forcément A = 0 (A cause de 2.b).
Conclusion les élément de ker ¢ sont Soit tous nul, Soit tous colinéaires

CaD ker ¢ est soit {ﬁ} soit une droite



Solution de I'exercice 6 (Enoncé)

Réponse a quelques questions

Calcul de ¢*

Soit n € N*,n > —a.

Déterminer le module et un argument de (1 + %)
Onad=142=1427%_ (1+9) T (9)
n n n n

Comme n > —a, on Re(A) > donc on peut choisir I'argument 6 € } —g, g [

Ona> |4 =[1+2 =\/( §)2+(2)2:\/1+2:[1+0<1>]

A A

[
—+

3o

‘:\@

+1 = cos(f) + isin(f), on a donc tan§ = T

b

3le

b
e b
conclusion : 0,, = arctan n = arctan

|

™
wel-Z.
acar n D)

ol

n
puis de (1 + E) en fonction de a, b et n et, si nécessaire, la fonction arctan.
n
n . n .
On a (1 + E) — (|A‘ 610") _ |A‘nezn9n
n
En déduire que lim (1 + i) =e".
n——+oo n

Ona> |A|" = [1 + %“[1 + 0(1)]} " exp [g In (1 + %“[1 + 0(1)])}
3

= exp %[1 + 0(1)]}
= exp fall +o(1)] —— ¢°

b
> nf, = narctan (n - a) = narctan 5[1 + 0(1)])
- n%[l +o(1)] —— b

n—o0o

. z\" i 6 ib
conclusion : (1 + 7) =|A|"e'r —— e%e"” = €7
n n—0o0



Matrices antisymétriques d’ordre 2. Soit n € N*. Soit A = < 3 7006 > avec @ € R. On dit que A est une matrice
antisymétrique car AT = —A
) . o . B 1, cos (0n) —sin(0n)
1. Déterminer un nombre 3, € R™™ et le nombre réel 0, €] — m, 7| tel que I + nA = Bn ( sin (6, c0s (6)

1 —«
OnaIerA:(i n >
n n 1
On cherche 0, et 3, tel que B, cos (0,) =1 et By sin(6,) = a
n
Ca ressemble a des complexes!!! idée 1 + i2 = B cos (0n) 1By sin (0,) = & = Bein
n n
On fait le méme raisonnement que ci-dessus et on trouve 8, = {/1 + (E> et 0, = arctan kil
n n

cosa —sina )

2. En déduire que E(A) existe et que F(A) = ( sina  cosa

cos (0,) —sin(6,) )m _ ( cos (mb,) —sin(mb,) )

On démontre facilement par récurrence que < sin (6,)  cos (6,) sin (mb)  cos (mb)

2
On a donc > B, = 1+<%) —Vv1+0=1

n—o0

> nf, = narctan% = a.g[l +0o(1)] ——a

n n— oo

Conclusion : (I+ é) N (nfn)  —sin (nn) L[ cosa —sina
n sin (nfn)  cos (nfn) n—sco sina cosc

cosa —sina
sin « cos o

CaD E(A) existe et que E(A) = <



Matrices antisymétriques d’ordre 3.

0 a b
Soit B = —a 0 ¢ une matrice non-nulle.
—-b —c O

1
1. Montrer que 3 tr (BT X B) est un nombre strictement positif.

1
On trouve facilement 3 tr (BT X B) =a>+b>+c2

Comme B # O, les coefficients a, b, ¢ sont non tous nul donc a® 4+ b*> 4+ ¢®> > 0

() ()= ()
2.0nnote X = =b |, Y= ¢c |etZ= —ab .
a 0 —b? =2
(a) Calculer BX, BY et BZ.
On trouve : BX = 8 BY = Z et BZ = (a® +b* + cz)l_/>
(b) Calculer X" x X, YY" xV,Z" x Zet X" xV, X" x 2,Y" x Z.
On trouve X© x X =a® +b° + ¢
Vi xy =6 +¢
Z" x Z = d*c 4+ b’d’ +(b2+02)2: (b2+02) (a2+b2+02)

XT"xy=0
X"'xzZ=0
YixZ=0
(c) On suppose que b° + ¢* > 0. On notex*lX = ¥Yet27¥2
pposed ' BV Pt BV + 2
On note P = (z|y|z) lci erreur d’énoncé (matrice composée de trois colonnes).
Calculer B x P.
Ona B x P = B.(zlylz) = (B.z|B.y|B.2) = (0|8 Z|8Y))
(d) Et montrer que P € O3(R); en déduire une expression simple de P~".
On trouveP".P = I et P est carré donc P € O3(R) et P est inversible et P~ = P”
0
3. Déduire des questions précédentes |'existence de P de O3(R) et un réel 3 = ... tels que B=P ( 0
B
0 0 0 -
On a "classiquement" P 0 0 -8 | =(0|8Z|8Y])
0 B 0
N 0 0 0
Conclusion : Bx P=(0|8Z|fY|])=P| 0 0 —p | comme P est inversible, on a ....
0 B 0

4. Montrer que E(B) existe, on donnera son expression en fonction de P et de 3.

Avec du calcul et calcul par bloc et de la continuité (il faudrait détailler mais ....), on a

=B 7))
(it v)

B 1" 0 .
_P<o U+&mw>P

1 @]
— P cosfB —sinf p!
o .
sinf  cosf3
1 @)
Conclusion : E(B) existe et E(B) = P o cosf —sinf p!
sing  cospf



Montrer qu'il existe un polynéme Q tel que Vi € {1,2,...,p},Q (\;) = e
Pour fabriquer un truc, il y a trois stratégies :
> On utilise une théoréme qui fait le job.
> Soit on dispose d'une boite a outil suffisamment riche et avec une analyse/synthése on fabrique truc

> Soit on constate que truc est solution d'une équation et on justifie que I'équation admet une (ou plusieurs
solution)

Réponse avec I'équation
Etape 1 : trouver le morphisme et I'équation.
— )
Onveut que: ¢(Q)= b <= Vie{1,2,...,p},Q (N) = et
= (Q(M);Q(N\2);..5Q (X)) = (eAl e e’\”)
On considére la fonction ¢ : 2 — R? ; P+ ¢(P) = (eh;eh; ...;e)‘p)
De plus on choisit 2 = R,_1[X] ainsi dim(2) = dim (&)
Etape 2 : On justifie que I'équation admet une (ou plusieurs solution)
On justifie que ¢ est linéaire, que ker ¢ = {6}} car trop de racine par rapport au degré et enfin que Im¢p = R?

avec le thm du rang

)

Conclusion : la fonction ¢ est bijective, I'équation ¢(P) = (eAI;eA” s eA”) admet une solution

Réponse avec la boite a outil

Etape 1 : Les outils
On considere les polyndmes interpolateurs de Lagrange, CaD L1 = [X><XT)(X — A2)...(X — Ap)

On va plutét utiliser la version normalisée, CaD L7 :M((f — 12)) ((i( — ip))
1— A2 1= XAp

o
Le polyndme Lj vérifie Ay —> 1

Ly
Ao —= 0

Ly
Ap —> 0

On fabrique de méme L3,..., L}

Etape 2 : On fabrique le polynéme Q

On considere le polynéme Q(X) = e™ L} (X) + e L5 (X) 4+ --- + e’\PL;(X)
Le polyndme @ répond a la question



