MPSI DM 18 DL et Bonus

2 mars

Exercice 1. [Correction] D’aprés Exo N°1

Déterminer le DL de sinh et tan

: 1 1
Application Déterminer le signe, au voisinage de I'infini, de : u,, = sh () — tan ()
n n

Exercice 2. [Correction] D’aprés Exo N°51

n
On rappelle la formule de Stirling : n! ~ (E) 27mn.
n—oo \ e

En pratique, on utilise n! = (E) V2mn [1 4 o(1)]
n—oo \ e
(2n)!

Pour n € N, déterminer un équivalent ————+———
" q (n!)2247 (20 + 1)

Exercice 3. [Correction] D’aprés Exo N°6

1 n
Déterminer 2 termes dans le développement de (1 + >
n

()

(1n(n2 + n)) ’

Application : Déterminer un équivalent de

Exercice 4. [Correction] D’aprés Exo N°45

- 2 T, 7w 1 . . g
1. Prouver que, au voisinage de 400, 7vVn*+n+1=nr+ - +a— + O ( — | ou « est un réel que I'on déterminera.
n n

2

2. En déduire le développement de cos (wv nZ+n+ 1).



Bonus

Question 1 piste bleu.
Question 2,3,4 : piste rouge
Question 5,6 : piste rouge-noir. On a déja rencontré ce genre de question dans le DM8 Exo 1 Qle.

Exercice 5. [Correction] L'objectif de ce probléme est de calculer un développement asymptotique du réel d?, défini
géométriquement comme étant le carré de la distance minimale de I'origine du repére a la courbe représentative de la fonction
x +—> cos™(x)

-

On sait (avec Pythagore) que la le carré de la distance d'un
point de la courbe a I'origine est égale 3 z° + cosQ”(ac)

I

! 4
0 ! cos

|

1. Calcul préliminaire

(a) Donner le développement limité en 0 de In <

sin(:v))

T

(b) Ecrire le développement limité en 0 de In (cos(z))

On admet que : pour toutn € N
la fonction gy, : & — % +cos®™ x posséde un minimum global sur R, positif, atteint en un point a,, € {O, 5]
La démonstration se fait avec le théoréme (pas encore wvue) "bornée et atteint ses bornes” plus
un petit raisonnement. Voir les 5/2
Pour tout n € N, on a : d> = gn(ay).

2. Convergence de la suite (d,)

(a) Soit € > 0. Montrer qu'il existe un réel n € }0, g}
tel que pour tout n € N, d2 < & + cos®(n)
(b) En déduire que la suite (d,,) converge vers 0.
3. Montrer que la suite (a,,) est non nulle a partir d'un certain rang et qu'elle converge vers 0.

4. Montrer qu'a partir d'un certain rang,

In(n) = —1In (sn;(an)) —(2n—-1)In (cos(an))

g . 9 In(n) .

5. En déduire (en utilisant Q1) que : a; ~ —— puis que

n—oo N
2 Inn In?n In’n
n n—oo n N 677,2 to n?
1 1 In? In®
6. En déduire que : d> = ﬁ—ﬁ—f—ﬂ nn

n—oo m n 6n? n?



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) Déterminer le DL de sinh et tan

et —e "

On a : sinh(z) = 3

2 3 4 5 2 3 4 5
T T T T 5 T T T T 5
1+I+2!+3!+4!+5!+0(1’):| |:1—13+2!—3!+4!—5!+0(I)

x—0 — 2

3 $5

= r ., T 5
.133 3
et tan(x) =% + £l + o(z”)

. 1 1
Application Déterminer le signe, au voisinage de l'infini, de : u,, = sh <7) — tan (7)
n n

On a : u, = sinh (l) — tan (l)
n n

o 1r1r o1 1\3
_713[63}+0<(n))
-1 1
Conclusion : u,, ~ -1 et%<0

n—oo 6713 6
Donc le nombre u,, est < 0 a partir d'un certain rang.

(2n)! _ (2*11)2” V27 (2n) [1+ o(1)]

Solution de I'exercice 2 (Enoncé) On a

(1?24 (2n + 1) novoo ((%) m 1+ 0<1>])2 247201 + o(1)]

22"\/dmn

= 2r.n.247 2n
1

= 3vmnirs oz L T o]

[1+0(1)]

- 1 n
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Déterminer 2 termes dans le développement de (1 + 7)
n

ona (142)" =ew (nin (14 2)) < e [omn (3 - 55 +0 (55))]
= exp {1— % —i—o(%)}
= exp(1l) exp [;—711 +o0 (%)}
=ee’ =" (1+7+0(7))

n
Conclusion : (1 + l) = e— £ +o (l)
n n n

)
(ln(n2 + n))2

On va déterminer un équivalent pour chacun des item

Application : Déterminer un équivalent de



S [1+0(1)]

>en = 1+ 04 o(0O)

Stete(n)
— 11+ o(1)]
> In(n® +n) =In(n*(1+1/,))
=2In(n)+ In (1+1/n)
— S h(1)=0

=2In(n) + o(i)
= 2In(n)[1+ o(1)]

n—r oo

e-[al ) i omnn oy e
(in(2 +m))” " @O+ o) e T

conclusion : [1+o(1)]

_ 1
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. Prouver que, au voisinage de +oo, m\/n?+n+1=nn +Z 2 + a +0 (—2) ol a

est un réel que I'on déterminera.

Onanmyn?2+n+1=mnvn2 1+ +—
=rnyV1+0O
— 7n (1+%Df ﬂﬁﬁ(m?’))

n— 00

O(3*) = O(le plus gros de (%) = (%)
1 1 171 2 1 1
o) st o ()
1 1 1
2t st ()
1
Conclusion:wm = mn+ < +zl+ﬁ(n)
n— oo

2. En déduire le développement de cos (7’1’\/712 +n+ 1).
Onacos(wx/nz—i—n—i—l) = cos[ﬂn+7r+3—7r+ﬁ< )}
n—oo 8 n3

()™ O+ ﬁ( )J
o [+ o (35)]
Conclusion : cos (W\/M) = (—1)71“31 +0 (%)

n—00 8n



Solution de I'exercice 5 (Enoncé) 1. Calcul préliminaire

T

sin(z)\ = 2 2 4
On trouve In (m) 0T 6 180 +o(z")

(b) Ecrire le développement limité en 0 de In (cos(z))

22 ozt
On trouve In (cos(z)) = ——= — = 4 o(z")

z—0 2 12

(a) Donner le développement limité en 0 de In (bm(m))

2. Montrer que : la fonction g, : x —— 24 cos™" z possede un minimum global sur R, positif, atteint en un point a,, € [07 f}
La fonction g, est paire.

Donc Si un minimum global existe, on peut le chercher sur Ry

2
Pour tout/chaque = > T/9 , on a gn(z) = ° + cos’x > z° > (g) = gn (g)

. - . s
Donc Si un minimum global existe, on peut le chercher sur {0, f}

. . 7T . .
La fonction g, est continue sur le segment {07 5} donc elle est bornée et atteint ses bornes

Conclusion : le minimum global existe et il est atteint en un point a,, € [O, 5]

Pour tout n €N, on a : d2 = gn(an).
3. Convergence de la suite (d,)
(a) Soit € > 0. Montrer qu'il existe un réel n € }O, g} tel que pour tout n € N, d5 < & + cos”" (1)
Je choisis u € }0, %} avec i1 < Ve.
Par exemple : g = min (ﬁ, g)
Comme a,, atteint le minimum de la fonction gy,
onad;, = g(an) < g(n) = p* + cos® () < & + cos™ (1)
(b) En déduire que la suite (d,) converge vers 0.
C'est le final de Césaro.

Ona M, =¢e+cos’(n) —— L=¢ carue}o,ﬁ} donc 0 < cos(n) < 1
n—o0

2
J'applique la définition de M,, —— ¢ = ¢ avec ¢

n— oo
Ainsi 3Ny tq Vn = No, d> < M, <{l+¢e=2¢
De plus Vn, 0< d2
Conclusion : Vn > No, 0 < di < M, < 2¢, la suite (d,) converge vers 0.
4. Montrer que la suite (a,) est non nulle 3 partir d'un certain rang
Ona g(0) =07 cos™(0) =1
Comme d2 = g(an) T> 0, J'applique la définition de d? T) avece =1/9 >0,
Ainsi ANy tq Vn > Ny, d2 <l+e=1/9
Conclusion : Vn > No, on a g(a,) < 1/9 < 1= g(0) Donc a, # 0.
Montrer que la suite (ay) est non nulle & partir d'un certain rang et qu'elle converge vers 0.
Pour tout n,ona: 0< a, = \/E < v/ a3 + cos?™(a2) = dy,
On conclut avec le théoréeme des gendarmes.

5. Montrer qu’a partir d'un certain rang, In(n) = —1In <sm(an)) —2n—-1)In (cos(an)>
an
Comme a,, atteint le minimum global, a,, n'est pas une borne et g,, dérivable
On sait que g'(a,) =0
Conclusion : ¢'(an) =0 <= 2a, — sin(an)(2n) cos> ' (a,) =0

= an = nsin(an)cos” " (

an)
A partir d'un certain rang, tout est >0,

donc on peut appliquer In et on ré-organise ainsi

In(n) = —1In <SiI;(:ln)) —2n—-1)In (cos(an)>



1
6. En déduire (en utilisant Q1) que : az ~ nq(ln)
n—oo

On a avec Q1 et sachant que a, —— 0, on a

(sm an ) 2n —1)In (cos(an))

Fn + o(al) } —(2n—-1) {—Qn—i—o(ai):|

= nai ap (/6 —1/2) + olan) + o(naz)

n— oo ]

=o(na3)

2 2
= na;, + o(nay)
n—oo

= nad[+o(1)

Inn ~In Inn
lusion : a2 = ——— 1 ~ —
conclusion : a, = A0~ n [ +0(1)] o
. 9 Inn  In’n In?n
Puis que : a;, = — — +o0
n—oo N 6n2 ’I’LQ

On reprend le calcul ci-dessus avec un DL un peut plus long!!!

In(n) = —In (sm(an)) —@2n—-1)In (cos(an))

an

__P%+mﬂ @*UPE—%+Wﬂ

n— oo 6
= +an (Y6 —1/2) + o(an) + o(nay)
n—oo L 1
:o(nafb)
= nal+ DOn o(nay)
n—oo 6
Inn  al
Ainsi 2 _ _ Yn 4
insionaa, = —-—-— + o(ay)
. 1 1
Enfina? = —C[1+40(1)] = ab = n2n[1+o( )]
n—oo 1N n—oo 1N
. 2 Inn  In?n In?n
Conclusion : a;, = — — + o0
n—oo N 6”2 n2
1 1 In? 1
7. Endéduireque:dfZ = M—i—f— - ;z+0<n2n>
n—oo N n 6n n

Onad? = glan) = a’ + cos2"(an)

= a2 4 exp (2nIn cos(ax))

= ap + exp (Qn [—(122—4—&— o(a )])

A finir, j'en ai marre



