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Exercice 1. [Correction] Soit la fonction f définie par f (x) :/ €Y dt on admet que £ et bien define et et croisante sur 2.
0

2
1. Démontrer qu'il existe A > 0 tel que : Sit > A, alors e™?" < 3.e7¢.

2. En déduire que lim f(x) existe et est finie.
r——+00

Exercice 2. [Correction] On va démontrer In(z) = o({/z)
T—00
1 1
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que V¢ > A, n < ey

2. En déduire qu'il existe une constante K tel que : Vz > A, In(z) < K + 5z'/°
3. En déduire que : In(x) = o(yr)

4. Bonus : Démontrer que : Si a > 0, alors In(x) = o {/z)

T—r00

Exercice 3. [Correction] Classique

1. Soit f une fonction avec f(z) —= { et vérifiant Vo € RY, f(22) = f(x)
On considére la suite (uy, )nen définie par ug = > 0 et Vn, tpt1 = 2 Uy,
(a) Montrer que la suite (uy,)nen diverge vers +oco.
En déduire la limite suite (f(u,)).
(b) D'autre part, montrer que la suite (f(uy)) est constante et déterminer sa limite.
(c) Justifier que la fonction f est constante égale a /.

1
2. Soit f une fonction avec f(x) —= l et vérifiant Ve e R, f(x)=f (233 + 3)
x (oo}

. 1
(a) On considére la suite (uy,)nen définie par ug =2 > 0 et Vn, uyr; = JUn + 3.

Calculer u,, en fonction de n. En déduire que la suite (uy,),ecn converge vers 6.

(b) En utilisant la suite (un)nen, montrer que la fonction f est constante égale a f(6).

Exercice 4. [Correction]
1. Soit f une fonction k-lipschitzienne sur R, CaD Vz,z’ € R, |f(z) — f(a')| < k|z — 2|
Montrer que la fonction f est continue en a, CaD f(z) — f(a).
T—a

2. Soit f une fonction de R 3 valeurs dans R tel que

Va,y e RxR*, |f(x) —f(y)’ < g et lim f(z) =14

x—0

(a) Que devient la relation quand z — 0.

(b) Que eut-on conclure?



Bonus.

Exercice 5. Soit a € R et f une fonction définie de R a valeurs dans R

On suppose que Vo € R, f(2x) = f(x)cosx et que f(x) —5 ¢
r—r

1. Montrer, par récurrence, que : Vz € R avec z 20 mod [r], Vn € N

x) 1 sinx

F@ = (5

2™ sin 2%

2. Déterminer f (z) puis la fonction f

Exercice 6. D’aprés la banque CCP.

Soit 2y € R.
On définit la suite (u,) par ug = xg et, ¥n € N, up4q1 = Arctan(uy,).

1. (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de variation
de (up).

(b) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I'ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que : Vz € R, h(x) = h(Arctan z).

Modélisation
On considére une fonction f définie, continue sur Z et vérifiant Vo € 9, f(x ( x )
On considére la suite (u,)nen définie par ug = = et u,41 = ©(u,), on a alors f un) = f (o(un)) = f (tnt1)
> D'une part. La suite a,, = f (uy,) est constante ainsi a, = f (u,) = ap = f(x ) f( )

> D’autre part. On étudie la suite (u,)nen et on justifie que u,, — 1492

n— oo

Ainsi, par continuité, a, = f (un,) —— f(1492)
n—oo

Conclusion : Pour tout z, on a f(z) = f(1492)

Exercice 7. Cesaro pour les fonction.
1

Soit f une fonction € sur R. On considére la fonction F définie par : F(x) = 7/ ft)dt
T Jo

On suppose que f(t) —— 0.
T——+00
On fixee >0
1 1
1. Montrer qu'il existe C, A > 0 tel que : Sit > A alors — [C — (x — A)e] < F(t) < = [C + (x — A)¢]
x x

2. En déduire qu'il existe A" > 0 tel que : Si t > A" alors —2¢ < F(t) < +2e.
Que peut-on conclure?



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
2
1. Démontrer qu'il existe A > 0 tel que : Si t > A, alors e " <3t
t2

(&
e3t

On considére Q(t) =
—t243t . p
OnaQ(t)=e —— 0 croissance comparée
t—o0

On applique la définition de Q(t) —— O avece =1/9 >0
t—roo

1
Ainsi il existe A > 0 tel que : Vit > A, Q(t)<£+5:0+§<1

Conclusion : il existe A > 0 tel que : Vt > A, e

2. En déduire que lim f(x) existe et est finie.
T —+00

On intégre 'inégalité de t = A a t = x, ainsi

A x A x
—t2 —¢2 —t? —t
/ e ' dt +/ e " dt < / e " dt +/ 3.e” 'dt
0 A 0 A

<K+3 {—eit}
A

Conclusion : La fonction f est majorée.
De plus la fonction f est croissante au voisinage de +oc.
Le théoréme de la limite-monotone permet de conclure que lim f(z) existe et est finie.

T—r+o00

Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1 1
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que Vi > A, — <
t o tYs
i 1
On considére Q(t) = 4+ = —— —— 0.
Iy t'/s5 tsoo

On applique la def de Q(t) —— 0, Ainsi ....
t—oo

2. En déduire qu'il existe une constante K tel que : Vo > A, In(z) < K + 5/

On intégre l'inégalité surdet=Aat =z,

A x A x
Ainsiln(x):/ ldt—i—/ ldtg/ ldt—&—/ Ldt
4/
g 0 Al .t a t/

Ay -
< —dt + [Primitive}
1t A

A finir
3. En déduire que : In(z) = o)

On doit montrer que : Q(z) =

On va utiliser le thm des 2 gendarmes
In(z) < K +5z'/5
Ve & e

K+ 5z'/3

C 0 0 et 0,
omme T —00 N % z—0

In(z)
\3/5 z—0 0
Conclusion : In(z) = o(¥x)

On a pour tout x > A, 0 <

on a bien avec les gendarmes



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Montrer que la suite (un)nen diverge vers 4o00.
La suite (un)nen est géométrique, ainsi Vn, u, = 2" up =2"
Comme z >0, on a up, —— +00

n—00

En déduire la limite suite (f(un)).
Comme f(z) —— £ et u,, — 400, on a par composition des limites : f(u,) — £

T—r00 n— o0 n—o00

2. D’autre part, montrer que la suite (f(un)) est constante et déterminer sa limite.

pour tout/chaque n. On applique I'égalité "Vz € RY}, f(2z) = f(z)" avec & = uy, >0

Ainsi f(un) = f(tunt1).
Donc la suite (f(un)) est constante et converge vers f(uo) = f(x)

3. Justifier que la fonction f est constante égale a ¢.

On a f(un) —— Let f(un) —— f(z)

Donc par unicité de la limité f(z) = ¢ pour tout z € RY

Le raisonnement est valide pour tout/chaque = > 0
Conclusion : Vx > 0, f(z) = ¢, CaD la fonction f est constante égale a £ sur R’}

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. On applique I'égalité avec 2’ = a
ainsion aVxz € R, |f(z) — f(a)| < k|z — qa
Comme k |z —a| —— 0, le théoréme de la distance assure que f(z) —— f(a).

r—a r—ra

2. Que devient la relation quand = — 0.

Pour tout y € R*, on a

f(@) = f(»)l <§
|f(z) — Fy)| — |£— f(v)| = A lalimite, on a |£ — f(y)| <0
g — % =0

Que eut-on conclure ?
Ainsi Vy € R, |¢ — f(y)| < 0 La distance entre £ et f(y) vaut 0 donc f(y) = ¢
Le raisonnement est valide pour tout y # 0
Conclusion : Yy #0, f(y)=1¢
CaD la fonction f est constante égale 3 £ sur R”

Bonus Comme lin% f(z) = ¢, on a forcément f(0) = ¢
z—

Donc la fonction f est constante égale a / sur R



