MPSI

DM 21 Fonction définie par une intégrale. Lundi 23 mars 2026.

Exercice 1. [Correction]

Partie A. Etude de la fonction f

Soit f la fonction de R a valeurs dans R définie par :

5. Déterminer une primitive de

arctan(t)

FO) =1et Wt #0, f(t) = =—

. Montrer que f est continue sur R (en particulier en z = 0)
. Vérifier que la fonction f est paire.

On va donc étudier la fonction f sur R,

. Justifier que f est dérivable sur R, et calculer f'(t), pour t € RY.
. Vérifier que f' admet une limite quand 2 — 0.

v
(14+w?)?

! w2 1 2 g1
En déduire, a I'aide d'une intégration par parties, que : Vt € R* ———dw=—=1 t).
Justifier proprement que la fonction f est décroissante sur R .

Partie B. Etude de la fonction ¢
Soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = %/I f)dt.
0

1.
2.
3.

Déterminer 2, I'ensemble de définition, de la fonction ¢
Montrer, avec un DL, que la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0 avec ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ est paire.
Remarque : On doit montrer que pour tout/chaque x € R, ¢(—x) = ¢(x), CaD intégrale = intégrale

On va donc étudier la fonction ¢ sur Ry
Variation de la fonction ¢
(a) Montrer que : Vz € Ry, f(x) < ¢(z) < 1.

Indication/Rappel/Remarque : On remarque que ¢(x) est une intégrale et on se souvient de QIf.

1
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R* et montrer que : Vz € R*, ¢'(z) = - (f(x) - qﬁ(a:))

Donner les variations de ¢ sur R’}

. Limite en +00

N arctan(t 1
(a) A I'aide d'un encadrement simple de f(t) = rin() montrer que lim —
t x—+o0 I

/ F(#)dt = 0.
1
(b) En déduire que zgr}rloc ¢(z) = 0.

Partie C. Etude d’une suite récurrente

Soit (uy,) la suite définie par ug € R et pour tout n de N : u, 11 = ¢(u,), ol ¢ est la fonction section ci-dessus.

1.

. Montrer que : Vt > 0, 0 <

1 1 [* ¢
Montrer que, pour tout z strictement positif : |¢' ()] < - (1-f(x)) = ?/o T e dt.
t 1
X g o
1+¢2 =2

1
En déduire que, pour tout z strictement positif : |¢'(z)| < 1

Montrer que I'équation : z € R, ¢(x) = x admet une unique solution. On note « cette solution.
Montrer que o €]0;1].
1
Prouver que : Vn € N, |upy1 — af < 1 |y, — .
En déduire que (u,,) est convergente, et préciser sa limite.



Pour aller plus loin! ————

Exercice 2. [Correction] Soit f et g deux fonctions définies, continues de [0, 1] & valeurs dans [0, 1] vérifiant fog=go f.
On va montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f (¢) = g (c)
On considére I'ensemble A = {z € [0,1], f(z) ==z}

1. Montrer que I'ensemble A est non vide.
puis en déduire que a = inf (A) et b = sup (A) existent.

2. En utilisant que a = inf (\A) est adhérent a A, montrer que a € A, CaD que a € [0,1] et f(a) = g(a)
On montrerai de méme que b€ 4. On 1’admettra

3. Montrer que A est stable par g.
4. En appliquant le TVI, sur [a, b], montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f (¢) = g (c).

Exercice 3. [Correction] Soit f et g deux fonctions définies, continues de [0, 1] & valeurs dans [0, 1] vérifiant fog=go f.
On va montrer qu'il existe ¢ € [0,1] tel que f (c) = g (c)
On fait un RA, je suppose que Vz € [0,1], f(z) # g(x).
1. Montrer que : [V x € [0,1], f(x) <g(z)] OU [Vz €0,1], f(z)> g(x)]

Remarque : Il est délicat de démontrer directement un "OU". Je vous conseille un RA

‘On suppose pour la suite que Vz € [0,1], f(z) > g(x) ‘

2. Montrer qu'il existe M > 0 tel que Vz € [0,1], f(z) > g(z)+ M
3. Montrer par récurrence

VYn e N*, Ve € [0,1], [fo-—-of](x)=[go---og](x)+nM.

4. En déduire une absurdité. Conclure.

Exercice 4. [Correction] Soit f et g deux fonctions définies, continues de [0, 1] a valeurs dans [0, 1] vérifiant fog=go f.
On va montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f (¢) = g (c¢)
On fait un RA, je suppose que Vz € [0,1], f (z) # g ().
1. Montrer que : [V z € [0,1], f(z) <g(x)] OU [V z €[0,1], f(x) > g(x)]

Remarque : Il est délicat de démontrer directement un "OU". Je vous conseille un RA

‘On suppose pour la suite que Yz € [0,1], f(z) > g (x) ‘

2. Montrer qu'il existe a € [0, 1] tel que f(a) =a
3. On consideére la suite (uy)nen définie par :ug =a et Vn €N, u,p1 = g(uy,)
(a) Montrer que la suite (uy,)nen est bien définie.

b

(c) Montrer que la suite (u,)nen est dé-croissante puis qu’elle converge vers une limite noté /.
(d)

Montrer que : Vn € N, f(uy,) = up

En déduire une absurdité. Conclure.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

Partie A. Etude de la fonction f

Soit f la fonction de R a valeurs dans R définie par :
f0)=T1etVt#£0, f(t)=

1. Montrer que f est continue sur R (en particulier en = 0)

arctan(t)
t

la fonction f est fabriquée avec des fonctions usuelles et les opérations classique
Donc elle est continue (et méme ¢°°) sur R*

Pour z # 0, onaf(t):%an(t)
3
t—g—i—o(tg) 2 )
ST Sl g el et o) =1

Donc la fonction f est bien continue en 0
Conclusion : la fonction f est continue sur R
2. Vérifier que la fonction f est paire

Pour tout/chaque z, on a

Flea) = arctan(—x) _ —arctan(x) _ arctan(z) (@)

—T —T x

Conclusion : la fonction f est paire
Pour étre vraiment rigoureux, on devrait faire 2 calculs : quand x # 0 et pour z =0
On va donc étudier la fonction f sur R;
3. Justifier que f est dérivable sur R’ et calculer f'(t), pour t € R}.
La fonction f est fabriquée avec des fonctions usuelles et les opérations classique
Donc elle est dérivable (et méme %°°) sur R”
1
Eevi 0, () - BE D L (L Daean)
4. Vérifier que f' admet une limite quand 2 — 0.
_ t—(1+t)arctan(t)
(1+t2)t?

Pour t # 0, on a f'(t)

3
De plus t — (1 +t°) arctan(t) = ¢t — (1 + %) {t — % + o(t3)}

= e + o(t?)
=0+ {71 + %] + o(t?)
2231 +0(1)] -2
lusion : f'(t) = 2—————= = ——¢[1 + o(1
Conclusion : f'(t) T+ o) 3 t[1+ o(1)] — 0
5. Déterminer une primitive de ﬁ
w10 1-1_ 1 -1

Ona % _ 1= - __—"°
" hTwn2 2 T 20 21+w?

t 2
* 1
En déduire, a I'aide d'une intégration par parties, que : Vt € R}, / (wi dw = -3 2 @),
0

Pour tout/chaque t > 0.

On fait une IPP avec
W =—Y  u=
T (14 w?)? o

!
v=w~v =1

N =
—
+
g
o



tde—[l 1 wr— tl -1 dw
o (I+w?)? " 214+w? ], J) 21+ w?

t

S + 1 [arctan(’w)}
2 14822 0
-1 ¢ 1
=5 Tie + 3 arctan(t)
1.5, 1 5[t — (1 +t?*) arctan(t) -1 t 1
De plus —= t* f'(t) = —= ¢t — Y L arctan(t
e plus —5 f(@) 2 (1+2)82 2 1+t2+2arcan()
¢ w? 1
Conclusion : ¥t € R}, [ ————dw=—=>f(t
onclusion L /0 0T 0 w 5 7@
6. Justifier proprement que la fonction f est décroissante sur R..
t 2
On vient de voir que f’(t) est du signe de 6/0 (1_?7102)2 dw
2
De plus W et toujours > 0 et pour t > 0 les bornes sont croissantes
(14 w?)?
t wQ
d vt >0, ———dw =0
onc /0 0+ w
Conclusion : V¢ >0, f'(t) <0
et avec un bd tableau on a la fonction f est décroissante sur R.
ot ,2
Remarque : pour t < 0 les bornes sont dé-croissantes donc / ui?? dw <0
Jo (L+w?)?

Partie B. Etude de la fonction ¢
Soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = é/z ft)de.

1. Déterminer 2, I'ensemble de définition, de la fonction ¢

A la question Al, on a justifié que la fonction f est continue sur R
donc pour tout = € R, le nombre / ft)de
0
Conclusion : la fonction ¢ est définie sur 2 = R*

2. Montrer, avec un DL, que la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0 avec ¢(0) = 1.

On note . une primitive de f

2
On a vu que f(x) =, 1- % + o(z?) et on sait que f est continue
Tr—
Donc avec le thm de primitivation des DL, on a
3
H(x) = H0)+z— 4o
x—0 9
Ainsi on a ¢(z) = ~ [ f(t)dt
T Jo
1
1 Z'3 3
= (20)+ 2z — 5 +o(z”)) — #(0)
3
z— T 4 o(x?) 22
=—9 7 =1-"4o(®) —1
T 9 z—0

Conclusion : la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0 avec ¢(0) =1

3. Montrer que la fonction ¢ est paire.
1 (" 1"
Pour tout z, on doit montrer que : —/ fydt=---= 7/ F()de
T Jo Z Jo
On fait le changement de variable v = .. dans l'intégrale

On va donc étudier la fonction ¢ sur Ry

4. Variation de la fonction ¢



(a) Montrer que : Vz € Ry, f(z) < ¢(z) < 1.
Pour tout/chaque = > 0. On va encadrer I'intégrale
>Vt e|0,x],
Comme f est dé-croissante sur Ry, on a f(z) < f(¢) < f(0)

> on integre l'inégalité det=0at==x

Ainsi ona/ /f </ 1dt

=x. f(:c) =x
Conclusion : On divise par > 0, ainsi on a bien Yz € Ry, f(z) < ¢(x) < 1.

(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R* et montrer que : Vz € R, ¢'(z) = p (f(x) - gb(l))

Comme la fonction f est continue on sait que la fonction z — / f(t)dt est dérivable

Donc la fonction ¢ est est dérivable sur R et

VI £0, ¢,(x):% [%(x)m%”(())}

_f@)a  (H(x) - H(0)).1

Donner les variations de ¢ sur R’}
Avec I'inégalité précédente, on a : Vt > 0, ¢'(t) <0
et avec un bd tableau on a : la fonction ¢ est dé-croissante sur R...

5. Limite en +00

X tan(t I
(a) A I'aide d’un encadrement simple de f(t) = %n(), montrer que lim ;/ ft)ydt =0.
xr— 400 1
Pour tout/chaque z > 0. On a
>Vt e[0,x],
™
0< arctan(t) < /2
t t
> on intégre 'inégalité det=0at==x
Ainsi on a 0 < / f®)dt < gln(x)
0
Ainsi Vo >0, 0 < / f@) ™ In(z)
2 T

Grace au thm des 2 gendarmes et a la croissance comparée,

on peut conclure : lim / f)dt=0

x—+oo T

(b) En déduire que hm o(z) =

! /O F(t)de
1 Ulf(t)dw/zf(t)dt]

Konstante / Ft)dt 04+0=0

T—r00

On a ¢(x)



Partie C. Etude d’une suite récurrente

Soit (un) la suite définie par up € R et pour tout n de N : up 1 = ¢(un), ol @ est la fonction section ci-dessus.

1. Montrer que, pour tout = strictement positif : |¢/(r)| < % 1-f(x) = % /01 1_1;_7:2 dt.
Pour tout = > 0, on sait que ¢'(z) < 0, ainsi ‘gb/(m)’ =—¢'(z) = % (¢(x) — f(x))
De plus ¢ est décroissante sur Ry et ¢(0) =1,
donc ¥ >0, |¢/(@)| = 5 (6(a) - f@) < 5 (1- 7))

(1 - iarctan(m))
= (x — arctan(a:))

1 /“ 1 /” 1 >
= = ——dt — —dt
x2( o 1+t g 1+1t2
1 (7
= = —dt
x2/0 1+ ¢2
x 2 T 42 _
Ou bien S tidt: L wdt
z? J, 1+1t2 z? J, 1+¢2
1 ” S
T o o 1+t
—l[az—arctan(w)}—l<1—f(x))
Tz Tz

t 1
2. Montrer que : Vt > 0, 0 < e < 3
Pour tout/chaque ¢t > 0, G — N
wer=m E TP E s T e T
1
En déduire que, pour tout x strictement positif : |¢'(m)’ < 1
/ ("
Pour tout/chaque z > 0, on a ’d) (as)| < ﬁ/o e
[t
< = t dt
m2 o 1 + t2
<t/2
1 x
=S 2.22 /0 bdt
1 [2]°
.z 0
_ 11
2.22 2 4

3. Montrer que I'équation : z € R, ¢(x) = z admet une unique solution. On note « cette solution.
Montrer que a €]0; 1].
On utilise la thm de la bijection monotone avec h : z — ¢(z) — =

¢'(m)| < 1 on, a - <¢'(z) < % donc k' < 0

t
N S 1

4. Prouver que : Vn € N, |uny1 — o < = |u, — af.
C'est le TAF

5. En déduire que (u,) est convergente, et préciser sa limite.

4

A ) 1
A la mode Géo, on a |u, — a| < e lug — «|

Donc avec le thm de la distance, on a la suite (un)nen converge vers «



Solution de I'exercice 2 (Enoncé) On considere A = {z € [0,1], f (z) = z}.

1. Montrons que A que est non vide.
On cherche un point z¢ au départ vérifiant f (x9) — 20 = 0.
On applique le TVI a la fonction h : z — f (z) — x sur le segment [0, 1].
De plus A est majorée et minorée car A C [0, 1] et non vide
Conclusion : a = inf (A) et b = sup (A) existent.
2. Montrons que a € A.

Comme a = inf (A) , il existe une suite (a,) d’élément de A telle que a,, — a et a, € A.
n—-+oo

an € A, donc f (an) = a,

an =20 = alalimitef (a) = a.

f(an) — f(a) car f est €°

De méme on montre que b € A

3. Montrer que A est stable par g.
On veut montrer que : Vo € A, g(z) € A, CaD f(g9(z)) =g (z)

On suppose que xo est fixé dans A.

On a f(g(z0)) = [fog](z0) = [g0 f](z0) = g (f (w0)) = g (o).
Donc g(zo) € A
4. Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f (¢) = g (c).
On applique le thm des V.I. 4 la fonction h : z — f (z) — g (z) sur le segment [a, b]
> h est C° sur [a, b]
> h(a)=f(a) —g(a) =a—g(a) <0 car a minore & et g(a) € g(A) C A.
> h(b)=f(b)—g() =b—g(b) <0 carb majores et g(b) € g (A) C A.

Conclusion : Ja € [0, 1] tel que f(a) —g(a) =0



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Montrer que : [V z € [0,1], f(x) < g(x)] OU [V z €[0,1], f () > g(x)]
On fait un RA. On suppose que

[Fuel0,1], f(u) <g(w)] ET [Buvel0,1], f(v)>g(v)].

On applique le TVI a la fonction h : z — f(x) — g(z) sur [u,v]
Ainsi il existe w € [u,v] C [0,1] tel que h(w) =0 <= f(w) = g(w) OUPS

2. Montrer qu'il existe M > 0 tel que Yz € [0,1], f(z) > g(x) + M
La fonction h : x — f (x) — g (z) est continue sur le segment [a, b] donc bornée et atteint ses bornes, ainsi
il existe M tel que Vt € [a,b], ¢(z) = f(x)—g(z) > M
De plus M est atteint, CaD il existe a € [0,1] tel que M = h(«)
Donc d’apres Q1, M = h(a) >0
3. Montrer par récurrence Vn € N*, Vz € [0,1], [fo-- o f](z) = [go---og](z) +nM.

On montre par récurrence que récurrence
H(n):|Vz€]0,1], f"(z) > g¢" (x) + nM

Initialisation. H (1) est vraie. C'est la question précédente.
Hérédité. On suppose H<p>.
On va cheminer

7 @) = 1 (f (@)
On applique H (n) car f(z) € [0,1]
>g" (f (z)) +nM
Comme fog=gof,ona fog"=g"of
> f(g" (x)) +nM
On applique H (1) car g" (z) € [0, 1]
>g(g" (x)) + M +nM

Donc H (n + 1) est vraie.
4. En déduire une absurdité. Conclure.
OnaVvVn, nM<f"(z)—¢g"(z)<1-0
quand n — 400 c'est absurde.
Conclusion : Ainsi [V € [0,1], f(x) # g (z)] est faux, donc
Jzo €[0,1], f (w0) = g (20).
Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. Montrer que : [V z € [0,1], f(z) < g(x)] OU [V € [0,1], f(z) > g(x)]
On fait un RA. On suppose que
Buel0,1], f(u)<g()] ET [Fve[0,1], f(v)>g()].

On applique le TVI a la fonction h : z — f(x) — g(z) sur [u,v]
Ainsi il existe w € [u,v] C [0,1] tel que h(w) =0 < f(w) = g(w) OUPS

‘ On suppose pour la suite que Vz € [0,1], f(z) > g(z) ‘

2. Montrer qu'il existe a € [0, 1] tel que f(a) =a
On consideére la fonction h : z — f(z) —

> la fonction h est continue sur [0, 1]

> h(0) = f(0) > 0 car f est a valeurs dans [0, 1]

> h(1) = f(1) —1 < 0 car f est a valeurs dans [0, 1]

D'aprés le TVI, il existe a € [0,1] tq h(a) =0 <= f(a) =a
3. On considére la suite (un)nen définie par: up =a et Vn € N, upt1 = g(un)
(a) Montrer que la suite (un)nen est bien définie.

On fait par récurrence H<y> : le nombre w,, se calcule et u, € [0, 1]



(b) Montrer que : Vn €N, f(un) = un,
On fait par récurrence Herns @ f(un) = un
(c) Montrer que la suite (un)nen est dé-croissante puis qu'elle converge vers une limite noté £.
Pour tout/chaque n, on a unt1 — un = g(un) — f(un) <0
Donc la suite (un)nen est dé-croissante
De plus la suite est minorée par 0 (Voir Q3a) donc la suite (un)nen converge vers £ € [0, 1]

(d) En déduire une absurdité. Conclure.

Les fonctions f et g sont continues ET Vn, un = f(un) et unt1 = g(un) ET que up, —— £

n—o0

Donc a la limite quand n — oo, on a £ = f(¢) et £ = g(¢)
Conclusion : f(£) = g(¢) OUPS!!111
Ainsi [Vz € [0,1], f(x) # g (z)] est faux, donc
Jzo €[0,1], f (20) = g (o).



