Lundi 23 Mars 2026 45 —1h.

Sujet A

Exercice 1. [Correction| Par abus de langage, dans tout le probléme on confond polynéme et fonction polyndme.
On considére la fonction f définie de [0,+oc0 [ a valeurs dans R par :

f0)=0 et Vx€]0,+ool, f(x)=e '/

1. Montrer que f est de classe € sur I'intervalle ]0,+oo[ et que calculer f’ et f”

2. Montrer que : pour tout neN, qu'il existe un polynéme P, tel que :

P,(x) _1
—e =

(n) —
Vx€]0,+oo[, f7(x)= 2n

et vérifier que : Ppy1(X) = (1-2nX)P,(X) + x* P, (X)
3. Avec la question Q1, expliciter : Py, Py, P».
4. Montrer, par récurrence, que pour tout n =2, le polyndme P,, est de degré (n—1).

5. Pour tout/chaque n. Comme P, est un polyndme de degré n—1, on écrit P, = ay, X"y
L

0
Déterminer un équivalent pour la limite de f(x) quand x — +oo

6. Pour tout/chaque n.

> En utilisant la relation de récurrence, calculer P, (0)
> Déterminer un équivalent pour la limite de £ (x) quand x — 0"
> Que peut-on déduire de ce calcule?
7. Vérifier que f est solution, sur I'intervalle 10, +oo[, de I'équation différentielle : x*y’ —y =0

En déduire, en utilisant la formule de Leibnitz, que :

VneN, Vx>0, P 1(x)+2nx—1)P,y(x)+n(n—- l)xZPn_l(x) =0



Sujet B

Exercice 2. [Correction] L'objectif de ce probleme est d'étudier I'ensemble & des fonctions f:R — R continues
telles que

V(x,y) €R%, f(x+ )+ flx—y) =2f (X f ().
On suppose que fe&, que f(0)=1 et il existe x>0 tel que f(xg) =0
1. On pose & = {x>0,f(x) =0}.
(a) Montrer que <7 admet une borne inférieure, que I'on note a
et montrer que f(a)=0.
(b) Montrer que a>0.
(c) Montrer que : Vx€[0,al, f(x)>0.

b4
2. On pose w = 25 et on note g:R — R, x — cos(wx).
a

(a) Soit g € N. Montrer que : f(zﬁq) +1 :2(f(2q—611))2.

. , . . i Y
(b) En déduire, en raisonnant par récurrence sur ¢, que : qul\l,f(zq) —g(zq).

<duire que pay_ (pa
(c) En déduire que : Vpel\l,‘dqel\l,f(zq)_g(zq).

(d) Justifier que I'équation précédente reste vraie pour p € Z.

_(pa
3. On pose Da_{zq,pez,qel\l}.

2"x

a
2n

(a) Montrer que pour tout x € R, la suite de terme général

(b) En déduire que f=g.

converge vers x.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Montrer que | est de classe €™ sur l'intervalle 10, +oo[ et que calculer f’ et f”
La fonction f est fabriquée avec des fonctions usuelles et les opérations classiques
Donc la fonction est €’ sur l'intervalle 10, +oo[

_I/X

De plusona Vx>0, f(x)=e

1
o= = el
11

=2
1 -1/
(x) =—e Y4 ——e
f )CB }CZ x2

2. On démontre par récurrence

Il existe un polynéme P,

H(n): P,(x) _1
—_ee x

(n) —
tel que Vx>0, f'(x) = 2n

Initialisation avec n=0.
Comme Vx>0, f(x)= e '/~ donc H_o> est vraie et Py(X) =1 convient

Hérédité. On suppose Hc,- est vraie
!
Ainsion a Vx>0, f"V(x) = [f(”)(x)]
Py (x) _1]/
e x

x2n

Po(x) .1 Pu(x)1 _1 -2n _1
= 2n e x+ 2n ;e X+an()(/')e x
_ (1-2nx) Py (x) + x*P'(x) _1
- 2n+2 e

On choisit Py (X) = (1 -2nX) P, (X) +X%P'(X). C'est un polynéme qui convient.

Conclusion : H ;. 1> est vraie

3. Avec la question Q1, expliciter : Py, Py, P>.

OnaPy=1, Pi=let P,=1-2X
4. Montrer, par récurrence, que pour tout n =2, le polyndme P,, est de degré (n—1).

On démontrer par récurrence

Heps:Pp=a X" '+...
<n> n I??(I)
Initialisation avec n=2.

Comme P, =..., donc H.s- est vraie.
Hérédité. On suppose H.,- est vraie
Ainsi on a Pps1 (X) =1 -2nX) P, (X)+ X?P' (X)
= (1 -2nX) [aX" 4o |4 X2 [a(n-1) X" 2
= X"|-2na+a(m-1|+-

=—an+1) X" +--
| —— |
#0
Conclusion : H.y,41> est vraie

5. Pour tout/chaque n. Comme P, est un polyndme de degré n—1, on écrit P, = ay, X"y
| M-

#0
Déterminer un équivalent pour la limite de £ (x) quand x — +oco



P,(x
Ona f"(x) =5~ "( Lot
Pn(x):a,,X”‘1+--- ~ ap,X"[1+o0()]
X—00
x2n
eVx — %=1 donc e Vs

~ 1[1+0(1)]
X—00 X—00
apn X" 11 +o0)]

: . g _
Conclusion : f""(x) = 2

1[1+o0()] =

6. Pour tout/chaque n.
En utilisant la relation de récurrence, calculer P,,(0)

On applique la relation de récurrence en x =0, ainsi
Pp.1(0) = (1-2n0) P, (0) +0>P' (0)

Donc VneN, P,:1(0)=P,(0)
Conclusion : La suite (P(0)) est constante égale a Py(0) =1

Déterminer un équivalent pour la limite de " (x) quand x — 0%
1[1+o0(1)] ol

x2n X—00

Ona f"(x) =

0. Croissance Comparée

Que peut-on déduire de ce calcule?
Comme VneN, f(")(x)= 0
—00

Donc la fonction est C*° en 0.
7. Vérifier que f est solution, sur l'intervalle ]0,+oo[, de I'équation différentielle : xzy’—y=0
Facile

En déduire, en utilisant la formule de Leibnitz, montrer que : Vne N, Vx> 0, Pn+1(x) + (ZI’LX— I)Pn(X) + n(n —
DX* Py (x) =

On dérive n fois I'équation différentielle et on utilise Leibniz, ainsi

(n) " (k) (k)
jy—o] - £ (1) 21 -
=122y 4 p2xy™ + n(nT_l).ly(nfl) _ym

L 1 1 1
k=0 k=1 L — 1
Ppi1 (%) 1 (x) -1, =1 Py (1)

24 n+1 n n—1
W@ +(2nx 1 o 5 gy e

= [ Pps1(x) + @nx— 1D Pp(x) + n(n—1)x*Pp_1 () %e‘i =0

Conclusion : On a bien : Vx>0, Pn+1(x)+(2nx—1)Pn(x)+n(n—l)szn_l(x) =



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. On pose & = {x>0,f(x) =0}.
(a) Montrer que <7 admet une borne inférieure, que I'on note a

L'ensemble o/ est non-vide et minoré par 0
Donc a =inf(&/) est existe et a=0
montrer que f(a)=
Densité et "a la limite"
(b) Montrer que a>0.
Comme f(a)=0et f(0)=1 donc a#0
Conclusion : a=0et a#0 donc a>0
Montrer que : Vx € [0,al, f(x)>0.
Par définition de I'inf, on a que Yx€[0,al, f(x)#0
Si il existe xp€[0,al, f(x)<O0
Alors avec le TVI appliquer sur [0, xo], on fabrique c € [0, a[ avec f(c) =0 OUPS
Conclusion : Vx € [0,al, f(x)#0 et f(x)=0,
CaD Vxe[0,al, f(x)>0.

/1
2. On pose w:2— et on note g:R— R, x— cos(wx).
a

(a) Soit g € N. Montrer que : f(ziq)+1:2(f( a ))2

2q+1
' H i s o a
J'applique I'égalité avec x=y = g
o a
ainsi £ (57) + £©,=21" (751

a a
(b) En déduire, en raisonnant par récurrence sur ¢, que : Vg eN, f(z—q) = g(z—q).

. . a a
On fait par récurrence Heg> :f(z—q) :g(z_q)_
Initialisation avec g =0.

On a f(zio):f(a):
ET g(z—%) =gla)= Cos(%a) = cos(g) =0
Donc H > est vraie

Hérédité. On suppose H >

oo 5()+1=2(s (g2

Donc en ré-organisant : f(2q+1)) =

(
De plus les formules trigos assurent que (g(2q+1)) _ (Cos(zq+1))2 _ cos (57) +1
f

Ainsi avec H.,>, on a ( (2q+1)) —( (2;11))2

Enfin sur [0, al, les fonctions f, g sont positives et € [0, al

2q+1

donc 1 ge)) = (e s )] = 1 () = z7)




L . pay_ ,(Pa
(c) En déduire que : VpeN,VgeN, f(zq)—g(zq)-
Soit a €N fixé.

On fait par récurrence d'ordre 2 H<p>:f(%) =g(%)-

Eneffet fO+D)+fO-D=2f0O)fQ1) = fO+2)=2f0O+1)f)-f@O
(d) Justifier que I'équation précédente reste vraie pour pe Z.
Car les fonctions f,g sont paires (a faire)
pa
3. On pose D, = {Z—q,pEZ,qEI\I}.
2"x

a
271

(a) Montrer que pour tout x € R, la suite de terme général converge vers X.

Onsaitque: VO, O-1< |0/ <O
On encadre et on conclut avec le thm des gendarmes.
(b) En déduire que f=g.

Densité



