MPSI DM 22 Fonction définie par une intégrale.

DS le 30 Mars.

Dérivée n-ieme

1
V1—22

1. Démontrer que f est solution sur [0, 1] de I'équation différentielle : (1 — 22)y’ = x .

Exercice 1. [Correction] Soit f: R — R définie par Vz € [0,1[, f(x) =

2. Pour n € N, on dérive n fois |'équation différentielle, en déduire une relation
3. En déduire que : Vn € N, Yz € [0,1], f™(z) > 0.

— Un fonction définie par une intégrale —

Exercice 2. [Correction] On considére la fonction f définie par |'expression

2 1
= ——dt
f(@) /z t+sint d

1. On considére la fonction ¢ : t — ———
t+sint

(a) Etudier la fonction h : & +— x + sin(z)
Justifier que 0 est I'unique solution de I'équation ¢ + sint = 0.
(b) En déduire que la fonction ¢ est € sur R*
2. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.
3. Etudier la parité de f.
4. Dérivabilité.
(a) Montrer que f est dérivable sur R*, et calculer f'(x).
(b) Déterminer un équivalent de f’(z) quand z — 0.
Application : La fonction f est-elle monotone au voisinage de 0" ?
5. Limite de f(z) quand z — +o0.

(a) Montrer qu'il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > A, on ait : t +sint >

2x 2z
dt dt
- Zlg S —
f@) /m ¢ \/I t(t +sint)

(c) Déduire des 2 questions précédentes que f(x) —— In(2).

T—00

DO | =+

(b) Montrer que, pour tout = > 0,

6. Question bonus difficile et non-guidée.

Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et déterminer f(0).

1 1
Idée : Ona — ~ —
t+sint t—0 2t1
La fonction t —» ———— — — se prolonge en 0 et admet un DL
t+sint 2t

Donc on peut intégrer ce DL



Pour allez plus loin

. . . -y . ﬂ-
Exercice 3. [Correction] Soit f une fonction définie continue et positive sur [O, 5]

f(t)

7\'/2
Soit la foncti défini : = —_—
oit la fonction g définie par : g(x) /0 T

1. Montrer que g est définie et dé-croissante sur |—1, +00[.

2. On suppose dans cette question que : V¢ € [0, g} , f(t) = sin(2t).

Calculer g(a:) on pourra faire le changement de variable v = sin(t)

3. Soit @ > —1 un réel.
Montrer que la fonction g est lipschitzienne sur [a, +00[

4. Limite de g en +00. Soit € > 0
M
(a) Montrer qu'il existe M tel que : Vo >0, g(z) < Me+ 2(1"‘73:;1115)

(b) En déduire la limite de la fonction g en +oo.

Exercice 4. [Correction] Soit f une fonction dérivable sur R.

On suppose de plus que f(0) =0, f(0)=0et f(1)=1, f'(1)=0
f(c)

On va démontrer qu'il existe ¢ € ]0,1] tq f' (c) =
c

On considére la fonction ¢ définie par : Vz €]0,1], ¢(x) = f @) et p(0) =0
X

1. Montrer qu'il existe ¢ € [0,1] tel que Va € [0,1], ¢ (x) < ¢(c).
2. Montrer qu'il existe n > 0 tel que Va € [1 —n, 1[, ¢(x) > ¢(1).
3. Montrer que ¢ €]0, 1].

Justifier que ¢ # 0.. En déduire que ¢'(¢) = 0 puis conclure.

4. Interpréter géométriquement le résultat.




Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
1. Démontrer que f est solution sur [0, 1] de I'équation différentielle : (1 — z°)y’ = zy.

La fonction f est fabriquée avec .....donc elle est €™ sur ]0, 1]

etVr € 0,1, f'(z) = dim [11—9132] = [h(u)]’ = (—22) %(1 — x2)73/2 = f(z).

Tl -2
Donc f est bien solution de I'équation différentielle : (1 — :r2) y =zy.

2. Pour n € N, on dérive n fois I'équation différentielle, en déduire une relation

Comme (1 —2°) f' = f , on a avec Leibniz

> (Z) (=] [F1"7 =37 @ (@) £

k=0 —0 Sik>3 k=0 =0 Sik>2

(1= o) " n(=22) f + (’;) (=27 = @)f "+ n() Y

Ainsi on a sur [0,1], (1 — 22)f") = (2n + D)z ) 4 n2f0 D

3. En déduire que : Vn e N, Vz € [0,1], f"™ () > 0.
On fait avec une récurrence a 2 étages H < n >:V z € [0,1], f™(z) >0



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Correction rapide.
1
t+sint
(a) Etudier la fonction h : & +— x + sin(z)
La fonction h est dérivable et V., h'(z) = 1 + cos(x) > 0
D’ou le b6 tableau.

1. On consideére la fonction ¢ : t —

Justifier que 0 est 'unique solution de I'équation ¢ 4 sint = 0.
La fonction h est continue et strictement croissante donc elle réalise dune bijection de R sur R.
Ainsi I'équation admet une unique solution.
De plus 0 est une solution évidente de I'équation
Conclusion : 0 est bien 'unique solution de I'équation zt + sin(t) = 0.

(b) En déduire que la fonction ¢ est €™ sur R*
Comme 0 est I'unique réel solution de I'équation zt + sin(t) = 0, la fonction ¢ est définie sur R”
De plus elle est fabriquée avec les fonctions usuelles et les opérations classiques

Conclusion : la fonction ¢ est € sur R*

2. Déterminer |I'ensemble de définition de la fonction f.

Le nombre f(z) se calcule Ssi

. . 1 .
Ssi la fonction ¢ : ¥ — —————— est continue sur [z, 2]
x + sin(z)

Ssi [x,2z] CR”
Conclusion : La fonction f est définie sur ] — oo, 0[U]0, +o0].

3. Etudier la parité de f.
—2x 1

Pour tout = # 0, f(*m) = / m d

—x

On fait le changement de variable u = —t.
4. Dérivabilité.
(a) Montrer que f est dérivable sur R, et calculer f'(x).

. 1 .
Comme la fonction t — ———— est continue,
t+sint

la théorie des intégrales assurent que la fonction f est dérivable sur R*.
De plus on a Var £ 0, f'(z) = % (#(22) — #(2)]
_ 2 B 1
2z +sin(2z)  x +sin(x)
_ 2sin(z) — sin(2z)
~ (2 +sin(2x)) (x + sin(x))

Bonus La fonction f est dérivable et f' est € donc la fonction f est €

(b) Déterminer un équivalent de f'(z) quand  — 0.
ron 2 1 _ 2sin(z) — sin(2z)
onava#0, fiz)= 2z +sin(2z) x +sin(z)  (2x +sin(2z))(x + sin(z))

>z +sin(z) =z + (z + 0(z®)) = 2¢ + O(z°) o 2z[1 + o(1)]

> 2 +sin(2z) = 2z + (22 + O(2°)) = 22 + O(«®) = 4z[1 + o(1)]

. . z? 5 8z’ 5 6 s 5 3
> 2sin(z) — sin(2z) = 2(x — 37 + 0(z”)) — (2z — = +0(z”)) = 3% + 0(z”) o [1+0(1)]

ZE3

T
Conclusion : f’ = —— 1 N ~ =
onclusion : () z—0 (4m)(2x)[ +o(1)] z—0 8
Application : La fonction f est-elle monotone au voisinage de 07 ?
! Tt +
Onaf(ac)z%08 et 3 >0en0
Conclusion : f est positive au voisinage de 0.

5. Limite de f(z) quand z — +o0.

N | o+

(a) Montrer qu'il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > A, on ait : t +sint >



t in(t 1
JrLﬂ()—>lavem€:§>0.

t—o0

/ t—|—51nt
B 2z£
o t—l—smt - t
_ L dt
), t+sint

2z .
. —sint
N /I (t +sint)t

Fin des calculs, inégalité triangulaire
—sint

2z
g e —
/w (t +sint)t

Comme x > 0, tout est > 0 et |sin(t)| < 1

2z 1
< —dl
. (t+sint)t

(c) Déduire des 2 questions précédentes que f(z) —— In(2).

On a
2x
> / % =In(2)

J'applique le définition de

(b) Montrer que, pour tout z > 0, 'f( ) — /

- [

Pour tout z > 0, on a

> grace a la question 5.a - di < v _at =2 [_—1}21 _1
& d ) Hetsnn S w2y el T
dt 1
Conclusion : ‘f(x) —/ =|f(z) —In(2)| < p
Le théoréme de la distance permet de conclure que f(z) —— In(2).
r—r00
(d) Question bonus difficile et non-guidée.
Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et déterminer f(0).
Etape 1 : DL et prolongement
1 1 1
On a facilement — = ~ —et
t+sint  t+ (t+o(t)) t—o 2t
11 t—sint S+ t
t+sint 2t (t+sint)2t  42[1 + o(1)] t—o 12
1 1 t
D h(t - —=—
one ht) = s 2~ 12 o0
Ainsi la fonction h : t — ; _ L se prolonge par continuité en 0
t+sint 2t
t
t admet le DL h(t) ~ — t
et admet le ()t~)012+0()

Etape 2 : Primitivation du DL

La fonction h est continue et admet un DL donc on peut primitiver

Ainsi () = 2(0) + BV + o(t?)

Etape 3 : Finalisation



=2(0) + (222) +o(a®) = #/(0) = 5 + ola®)
1 5 9
= —z" +o(z%)

2x 22 1 1
h(t)dt = — | dt
/z ®) /I [t—!—sint 2t]

= f(x) —/ %dt

= f(2) ~ 3 (n(22) In(x))
= f(a) - 22
Conclusion : f(x) =, lné2) + élg ¥ o(z?) — lnéQ)

la fonction f se prolonge par continuité en 0 et déterminer f(0) =

In(2)
5




Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Montrer (admettre) que g est définie sur |—1, -o0].
ft)

On peut calculer le nombre g(x) Si la fonction t — ————
1+ xsint

est continue sur [0,7/9 |
Lorsque z > —1, on asur [0,7/9], 1 + zsint >1—-1=0.
Ainsi pour z > —1 le nombre g(zx) se calcule bien.
Montrer que g est décroissante sur |—1, 4-00].

Pour >y, on a
/2 /2
f(t) f(t)
- = ———dt — ————dt
9(@) = 9(y) /0 1+ xsint o 14 ysint

/2 i
sin(t)
< (y<—0x) /0 If(t) (1+xsint)(1+ysint)l

>0 sur[0,7/2]

dt <0

Donc la fonction g est décroissante sur |—1, +00[.

2. On suppose dans cette question que : Vt € [O, g} , f(t) = sin(2t).
on a
o) = */2 sin(2.t) df = "2 9sin(t) f:os(t) it
0 1+ xsin(t) o 1+ xsin(t)

On fait je changement de variable u = sin(t)

Puis on décompose en éléments simples la fraction

3. Soit @ > —1 un réel. Montrer que la fonction g est lipschitzienne sur [a, +00[

Pour tout (z,y) € ]a, +oo[*, on a
/2
/ IO [ SO dt‘
o 14+ asint o 14 ysint

o)~ -
/g — x)sin
< /0 O a(cysint))(l +(23m 2

/2 .
ly — 2| sin(8)]
< / O]

1+ zsint)(1+ ysint)

. |sm(t|
sl / Taa”

La fonction est K-lipschitzienne donc continue sur Ja, +00|
Ainsi la fonction g est continue sur ]—1, 4+o00|
4. Limite de g en +o00.

M

Montrer qu'il existe M tel que : Vo >0, g(x) < Me+ m

. . ™
La fonction f est continue sur le segment {O, 5]

Soit M un majorant de f sur {O, g} et e > 0.

/2 € /2
o< JO g [ SO O
o 1+ xsint o l+xsint R 1+ xsint

/2
M
/ 1+Odt+/ 1+a:sin(5)dt

M ™
<Met M (7T_
E+(1+xsin€)(2 5)

M
2(1 4 xsine)

Pour z > 0, on a

< Me +

En déduire la limite de la fonction g en +oo.
On conclut a la mode Cesaro que g(z) —— 0
x

— 00



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que Va € [0,1], ¢ (z) < ¢(c).
La fonction ¢ est continue sur ]0, 1] car composée de fonction continue.
En 0.
Comme la fonction f est dérivable en 0, on sait que f(z) =, fO) + f(0)x + o(z) = o(z)

x—r

Ainsi ¢(x) = @ =, @ =o(1) — Oet f(0)=0
Donc la fonction ¢ est continue en 0
Ainsi la fonction ¢ est continue sur [0, 1]
Maintenant la fonction ¢ est continue sur le segment [0, 1] donc elle est bornée et atteint ses bornes
Conclusion : il existe ¢ € [0, 1] tel que Vz € [0,1], ¢ () < M, .
=¢(c)
2. Montrer qu'il existe n > 0 tel que Va € [1 —n, 1[, ¢(z) > ¢(1).
. Pz
On considére Q(x) = %
On va démontrer que Q(x) > 1 au voisinage de 1~
z 1
OnaQ(m):%ﬁ%:l

Pas glop la limite ne conclut pas
On a plus précisément

(z) _ flx) _ f(L+H)

¢
(1) T 1+h

S0 T+ £ W+ 0] [1 =+ oh)]

=, 1+ 0+ o) [1 —h+o(h)] =1~ h+o(h)

Conclusion : Q(z) = Q(1 +h) —— 17, ainsi il existe > 0 tel que Vz € [1 — 1,1, ¢(z) > ¢(1).
h—0—

3. Montrer que ¢ €]0, 1].
La question Q2 assure que ¢ # 1 et comme ¢(0) =0 < 1 = ¢(1) donc ¢ # 0
Conclusion : ¢ €]0, 1]
En déduire que ¢'(c) = 0 puis conclure.
la fonction ¢ atteint son max en c et ¢ n'est pas une borne et ¢ est dérivable en ¢ €]0, 1]
Conclusion : ¢'(c) =0
Comme z €]0, 1], on a facilement en ré-organisant

F'(e)e—f(e) _

¢ c)=0 = = :

4. Interpréter géométriquement le résultat.



